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Arbeitsanleitung

Die Kapitel dieses Leitprogramms sind immer gleich aufgebaut. Sie be-
ginnen mit einer kurzen Ubersicht, die Sie liber das Kapitelthema infor-
miert. Dann werden die Lernziele beschrieben. Sie geben an, was im
betreffenden Kapitel gelernt werden kann. Danach beginnt der eigentli-
che Text. Lesen Sie ihn in Ruhe durch und Iésen Sie die eingestreuten
Aufgaben. Am Ende des Textes stehen einige Aufgaben zur Lernkon-
trolle. Mit diesen Aufgaben kdnnen Sie selbstandig prifen, ob Sie die
Lernziele des Kapitels erreicht haben. Auf den letzten Seiten jedes Kapi-
tels befinden sich die Lésungsbeschreibungen zu samtlichen Aufgaben.

Nachdem Sie ein Kapitel durchgearbeitet haben, legen Sie bei der Lehr-
person einen Kapiteltest ab. Haben Sie ihn erfolgreich absolviert, dann
kénnen Sie mit dem néchsten Kapitel beginnen. Im andern Fall zeigt der
Test, welchen Teil des Kapitels Sie nochmals studieren mussen.

Bevor Sie nun an die Lektire des ersten Kapitels gehen, missen wir
Ihnen noch die Bedeutung der Symbole erklaren, die den Text begleiten:

Information / Uberblick
Hier bekommen Sie eine erste Information Gber das Thema des Kapi-
tels.

Lernziele
Die Lernziele geben an, was Sie in diesem Kapitel lernen kdnnen.

Lektire
Lesen Sie den entsprechenden Text grindlich durch.

Aufgabe

Hinweis
Dieses Symbol hebt Definitionen und wichtige Ergebnisse hervor.

Lernkontrolle
Hier kdnnen Sie die erworbenden Fahigkeiten selbstandig Uberprifen.

Kapiteltest
An dieser Stelle kdnnen Sie sich bei der Lehrperson fur den Kapiteltest
anmelden.
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1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

Ubersicht: Lineare Gleichungssysteme haben eine lange Geschichte.
Schon vor 4000 Jahren haben sich Menschen mit Problemen beschéf:
tigt, die wir heute mit Hilfe von solchen Gleichungssystemen losen. Des:
halb moéchten wir Sie anhand von historischen Aufgaben in dieses
Thema einflihren. Vorab wollen wir IThnen kurz darlegen, worum es bei
Gleichungssystemen uberhaupt geht.

Mit Gleichungen kdnnen wir Probleme I6sen, die aus den verschieden-
sten Bereichen kommen: aus der Mathematik selbst, aus der Technik,
aus der Wirtschaft. Es gibt auch Aufgaben, die von Menschen allein zur
Unterhaltung geldst werden ("Knobelaufgaben"). Bei all diesen Proble-
men haben wir Grossen, die zwar unbekannt sind, tber die wir jedoch
einiges wissen. Aus diesem Wissen leiten wir Gleichungen her, in denen
diese unbekannten Grossen vorkommen. Erhalten wir mehrere Glei-
chungen, dann sprechen wir von einem Gleichungssystem. Nun versu-
chen wir die unbekannten Gréssen rechnerisch zu bestimmen. Wir |6sen
das Gleichungssystem auf. Wenn das gelingt, ist auch das Problem ge-
|Ost.

In der Mathematik unterscheiden wir lineare und nichtlineare Gleichun-
gen. In diesem Leitprogramm geht es um Systeme, die nur aus linearen
Gleichungen bestehen. Lineare Gleichungssysteme sind enorm wichtig
und kdnnen mathematisch vergleichsweise einfach behandelt werden.

Lernziele:  Nach der Bearbeitung dieses Kapitels ist Ihnen klar, was
ein Gleichungssystem ist und was unter einer Losung verstanden wird.
Sie erkennen auch, ob ein Gleichungssystem linear oder nichtlinear ist.
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Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

1.1

L[]

B

Die Geschichte unseres Themas

Sie beginnt vor 5000 Jahren in den warmen und wasserreichen Gegen:
den der Erde. An den grossen Fliissen in Mesopotamien, Agypten, In-
dien und China begannen Koénigreiche zu entstehen. Die Menschen fin:
gen an, das hervorzubringen, was wir Kultur nennen. Also auch die Ma:
thematik.

Die Kenntnisse, die sich im Rechnen entwickelten, wurden - wie heute -
in Lehrbichern aufbewahrt. In diesen Buchern wurde gezeigt, wie Pro-
bleme durch Rechnen gelést werden kénnen. Man vermittelte aber noch
keine Theorie, sondern machte allein mit Beispielen klar, wie gerechnet
werden muss. Denken Sie an die Primarschule zurtick: Auch Sie haben
das Rechnen anhand von Beispielen gelernt.

Auf den nachsten Seiten wollen wir Sie auf einen kleinen historischen
~,Rundgang“ mithehmen. Eine Aufgabe, die 4000 Jahre alt ist und in Me-
sopotamien gefunden wurde, lautet:

Historische Aufgabe 1: "Ein Viertel der Breite zur Lange addiert ergibt 7
Handbreiten, Lange und Breite addiert macht 10 Handbreiten."

Das Problem also ist, dass man Breite und Lange - vielleicht von einem
rechteckigen Stuck Tuch - nicht kennt. Andererseits wissen wir zwe
Dinge:

(i)  Ein Viertel der Breite, zur Lange addiert, gibt 7 Handbreiten
(i)  Lange und Breite zusammengezahlt machen 10 Handbreiten aus

Wir eilen der Zeit um gut dreieinhalb Jahrtausende voraus, wenn wir die
unbekannte Breite mit x, die unbekannte Lange mit y bezeichnen und
die uns vertrauten Zeichen + und = verwenden. Der franzdsische
Mathematiker und Philosoph René Descartes (1596-1650) war Ubrigens
der erste, der unbekannte Grossen mit den Buchstaben x,y,z
bezeichnete. Heute driicken wir die Aussagen (i) und (ii) so aus:

) 1
I —X + 7
() 2 y

(i) x+y =10

Verlassen wir das Zweistromland und lenken wir unseren Schritt in die
fruchtbare Landschaft am Nil, wo die altagyptische Kultur bliihte. Die
Agypter schrieben ihre Texte damals auf Papyrusblatter, die zu langen
Rollen - "Buchern" - zusammengeklebt wurden. Noch heute sind ein
paar Rollen erhalten, in denen mathematische Aufgaben gestellt und
vorgeldst werden. Die folgende Aufgabe steht im "Papyrus Moskau" (er
wird in Moskau aufbewabhrt). Sie ist etwa 2000 v.Chr entstanden.
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Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

T

Historische Aufgabe 2: "Berechne die Lange und Breite eines Recht:
eckes der Flache 12, wenn die Breite 3/4 der Lange ist."

Wir bezeichnen mit x die Lange, mit y die Breite des Rechteckes. Wir
erhalten wieder zwei Gleichungen:

i oxxy = 12
i = 34
T y 4

Vergleichbare Aufgaben sind uns von den unterschiedlichsten Orten und
aus ganz verschiedenen Zeiten uberliefert: zum Beispiel aus einem grie-
chischen Lehrbuch, das der berihmte Mathematiker Diophant 250 n.
Chr. geschrieben hat.

Historische Aufgabe 3: "Jemand druckt 100 auf zwei verschiedene
Arten aus und zwar so, dass ein Summand der ersten Summe das Dop-
pelte eines Summanden der zweiten Summe ist und dass der andere
Summand der zweiten Summe das Dreifache des anderen Summanden
der ersten Summe ist. Wie heissen die Zahlen?"

Aus China stammt das nachste Problem. Es heisst "Problem der 100
Vogel" und ist zum ersten Mal im Arithmetischen Handbuch von Chang
Ch'iu-chien (um 475 n.Chr.) beschrieben worden.

Historische Aufgabe 4: "Ein Hahn kostet 5 sapek, eine Henne 3 sapek
und drei Kiiken 1 sapek. Wenn wir nun fur 100 sapek 100 dieser Tiere
einkaufen: Wie viele sind es dann von jeder Sorte?"

Man kann sagen, dass das ein sehr beriihmtes Problem ist. Varianten
dieser Aufgabe finden sich spater bei den Indern, den Arabern, in By-
zanz und schliesslich bei fast allen Mathematikern in Europa. Ein Bei-
spiel ist die folgende Version aus dem "Rechenbuch auff Linien und Zi-
phren” des sprichwdrtlich bekannten deutschen Rechenmeisters Adam
Ries (1492-1559):

Historische Aufgabe 5: "ltem, einer hat 100 Gulden. daftr will er 100
Haupt Vihes kauffen / nemlich / Ochsen / Schwein / Kélber / und Geis-
sen / Kost ein Ochs 4 Gulden. ein Schwein anderthalb Gulden. ein Kalk
einen halben Gulden. und ein Geiss ein ort [d.h. ein Viertel - die Autoren]
von einem Gulden. wie viel sol er jeglicher haben fur die 100 Gulden?"

Als letzte - und jiingste - im Reigen der historischen Aufgaben zitieren
wir eine Aufgabe eines anderen Rechenmeisters: Michael Stifel (1487 -
1567). Er nennt sie ein "schones Beispiel". Wohl im Gegensatz zu den
gewohnlichen, eher trostlosen Ubungsaufgaben.
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Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

Historische Aufgabe 6: "Drei Reisende finden, wahrend sie zusammen
so dahingehen, einen Ranzen mit 73 Gulden. Sie stellen fest, dass
diese 73 Gulden zusammen mit der Barschaft der ersten beiden das
Doppelte dessen sind, was der erste und dritte und der zweite und dritte
gemeinsam bei sich haben. Diese 73 Gulden ergeben aber auch mit
dem Besitz des ersten und dritten das Dreifache dessen, was der zweite
und dritte und der erste und zweite mit sich fihren. Und schliesslich
ergeben diese 73 Gulden zusammen mit der Barschaft des zweiten und
dritten das Vierfache dessen, was der erste und zweite und der erste
und dritte zusammen bei sich tragen. Wie viele Gulden besitzt jeder?"

Aufgabe 1-1: Wahlen Sie zwei der historischen Aufgaben 3 bis 6 aus.
Suchen Sie bei jeder Aufgabe die Unbekannten und formulieren Sie die
Gleichungen, die fir diese Unbekannten gelten.

Die Losungen zu dieser Aufgabe finden Sie am Schluss des Kapitels auf
Seite 15.

Wenn Sie das bisher Besprochene Uberdenken, so stellen Sie fest: In je-
dem Problem treten eine gewisse Anzahl unbekannter Zahlen auf, die
durch eine gewisse Anzahl Gleichungen miteinander verknipft sind:

historische Aufgabe
historische Aufgabe
historische Aufgabe
historische Aufgabe
historische Aufgabe
historische Aufgabe

2 Unbekannte, 2 Gleichungen
2 Unbekannte, 2 Gleichungen
4 Unbekannte, 4 Gleichungen
3 Unbekannte, 2 Gleichungen
4 Unbekannte, 2 Gleichungen
3 Unbekannte, 3 Gleichungen

Definition: Immer wenn man fur eine Anzahl Unbekannte eine gewisse
Anzahl Gleichungen hat, spricht man von einem Gleichungssystem.

(Hier noch ein kleiner Hinweis, bevor wir weiterfahren: Wir werden De-
zimalzahlen immer mit einem Punkt schreiben, nicht mit einem Komma:
1.6 32.15 usw.)
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Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

1.2

L[]

Was sind Losungen?

In einem Gleichungssystem geht es darum, die Unbekannten so zu be
stimmen, dass mit dieser Wabhl alle Gleichungen erfillt werden. Nehmen
wir das System der ersten historischen Aufgabe:

'}Ex+ 7
i 2 y

(1) i
1} X + vy =10

Mit der Wahl 2 fur x und 6.5 fur y wird die erste Gleichung erfullt, die
zweite jedoch nicht (rechnen Sie nach!). Umgekehrt erflillen die Zahlen
3.8 fur x und 6.2 fur y zwar die zweite, nicht aber die erste Gleichung.

Wenn wir hingegen fir x die Zahl 4 und fiur y die Zahl 6 wahlen, so sind
offenbar beide Gleichungen erfullt:

la + 6 = 7
4
4 + 6 = 10

Haufig wird das so ausgedrickt:

"Das Zahlenpaar (4, 6) ist eine Losung des Systems (1)"

Bei dieser Ausdruckweise muss klar sein, welche Zahl fur welche Unbe-
kannte steht. Deshalb wird das verbindlich festgelegt.

Wenn die Unbekannten mit Buchstaben bezeichnet werden, so gilt die
lexikalische Ordnung. Die erste Zahl steht fir den Buchstaben, der im
Alphabet zuerst kommt. In unserem Beispiel muss also der Wert fir x
vor dem Wert fur y erwahnt werden: (x, y). Das Paar (6,4) ist demnach
keine L6sung des Systems (1), denn hier steht die 6 ftr x und die 4 fir y.

Klar ist die Reihenfolge, wenn wir mit indizierten Unbekannten arbeiten.
Wir numerieren die Unbekannten und bezeichnen sie mit einem x, dem
die Nummer beigefugt ist: X1, X2, X3, ... . Ein Gleichungssystem sieht in

diesem Fall z.B. so aus:

.} X, + X, + x; = 100
i 1
% 5, + 3x, + gxa = 100

. . 20 40 . .
Dann ist die Aussage "Das Zahlentripel (3,3,80) ist Lésung dieses

Gleichungssystemes" unmissverstandlich. Die erste der drei umklam-

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme" 9



Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

1.3

L[]

merten Zahlen entspricht der ersten Unbekannten x1, die zweite der Un-
bekannten x,, und so weiter.

Mit indizierten Unbekannten kann eine beliebig grosse Anzahl von Un-
bekannten erfasst werden. Das spielt in modernen Anwendungen eine
wichtige Rolle. Dort ergeben sich oft Tausende von Unbekannten. Wir
werden bald darauf zu sprechen kommen. Doch zunéchst sind Sie dran!

Aufgabe 1-2 a): Welche der Zahlentripel
(0,0,0) (4,3,5) (4,5,3) (5,4,3) (-2,5,-12)
(-2,-12,5) (2,12,5) (2,12,-9)
sind Losungen der Gleichung
5X1—2%x2 = 2x3+4 ?

b) Welche der Tripel

(2.15, - 2.65,0) (1.65, —1.15, 1)
(1.4,0.4,1.5) (2.4, —3.4,—0.5)

sind Lésungen des Gleichungssystems
] 3.1x+2.1ly-16z-1.1=0
|
T 3.9x+29y- 2.4z-0.7 =0

c) Betrachten Sie die Gleichung
X+y+z-2 =0

und bestimmen Sie samtliche Losungen, die nur aus nichtnegativen
ganzen Zahlen bestehen.

Die Lésungen zu diesen Aufgaben finden Sie am Schluss des Kapitels
auf Seite 16.

Linear und Nichtlinear

Zwischen den beiden folgenden Gleichungssystemen besteht ein grund-
satzlicher Unterschied.

' Iy 4 y = 7 oy = 12
@ 14 @ iy - 3
t x + y =10 ) 4

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme" 10



Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

P

Das System (1) ist ein lineares Gleichungssystem. In den Gleichungen
werden die Unbekannten nur mit Zahlen multipliziert.

In der ersten Gleichung des Systems (2) ist das nicht so. Hier werden
zwei Unbekannte miteinander multipliziert. Ein System, das solche Glei-
chungen enthalt, wird nichtlinear genannt. Deshalb ist auch das
folgende Gleichungssystem nichtlinear:

x
+
(62
<

I

2x+y3 = -2

Nichtlineare Gleichungssysteme spielen in der Praxis ebenfalls eine
grosse Rolle. In diesem Leitprogramm werden wir uns jedoch aus-
schliesslich mit linearen Gleichungssystemen befassen. Sie sind enorm
wichtig und mathematisch einfacher zu behandein.

Aufgabe 1-3: Welches der folgenden Gleichungssysteme ist linear, wel-
ches nichtlinear?

| 3x-2y = (-1
a) ;X2 (-1)

T X+y = 4

P o(y-1%+x-y* = 7x-y
b) i Xy _

T E+Z _— '1

Die Losungen befinden sich am Schluss des Kapitels auf Seite 16.
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Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

1.4

Moderne Anwendungen

Kehren wir fur einen Augenblick zu den historischen Aufgaben zurlck.
Die sechs Beispiele sind nur eine kleine Auswahl aus einem grossen
Schatz. Ist es nicht erstaunlich, dass es immer wieder Menschen gege:
ben hat, die sich mit solchen Fragen beschéftigt haben - einfach so,
zum Vergnugen, weil sie es reizvoll fanden, weil sie sicrk
herausgefordert fuhlten? Vermutlich hat niemand geahnt, dass es
einmal eine Zeit geben wirde, in der lineare Gleichungssysteme sehi
wichtig sein wirden und in Sekundenbruchteilen gelést werden kénnten!

Heute werden namlich viele Vorgange mit Hilfe von linearen Gleichungs-
systemen erfasst: das Auftreten von Spannungen in einem Gabelschlis-
sel (siehe Fig.1); das Versickern von Wasser unter einem Staudamm
(Fig. 2); die Ausbreitung des Schalles in einem Autoinnenraum (Fig. 3).
Die Liste der Beispiele ist fast unerschopflich. In jedem Fall missen sehr
grosse lineare Gleichungssysteme gelost werden. Diese Systeme haben
oft Tausende von Gleichungen und entsprechend viele Unbekannte.

Fig 1 (Gabelschlussel)

I
T

A

Fig. 2 (Sickerproblem) s " I ) B
Fig. 3 (Autoinnenraum)

(Figuren aus: H. R. Schwarz. Methode der finiten Elemente. Stuttgart (B.G.Teubner)
19913)
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Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

Es braucht natlrlich eine grosse Vorbereitung, bis man bei diesen Pro-
blemen auf lineare Gleichungssysteme kommt. Das ist nicht offensicht-
lich, auch beim folgenden Problem nicht. Da werden wir Ihnen jedoch
zeigen, was es mit linearen Gleichungssystemen zu tun hat.

1973 hat eine neue Technik die medizinische Diagnostik revolutioniert.
(Das Wort 'Diagnostik’ stammt aus dem Griechischen und bedeutet die
Fahigkeit, Krankheiten zu erkennen.) Diese Diagnosetechnik heisst
Computer-Tomographie. Sie stutzt sich auf Rontgenstrahlen, lineare
Gleichungssysteme und Computer. Beim herkdmmlichen Rontgen wer-
den ganze Korperpartien durchleuchtet. Bei der Computer-Tomographie
hingegen werden Rontgenstrahlen nur durch eine schmale Schicht des
Kdrpers geschickt. Messungen und Computerberechnungen liefern dann
ein Bild dieser Korperschicht, ein sogenanntes Tomogramm.

Figur 4 zeigt eine bemalte Holzfigur aus dem 17. Jahrhundert. Daneben
sehen Sie das Tomogramm eines Querschnittes durch den Kopf. Der
Querschnitt liegt etwa auf Nasenhdhe.

Fig. 4 Fig. 5

(Figuren aus: A. Beck. Original - Falschung? Konstanz (Schnetztor-Verlag)
1990)

Die Ausbuchtungen in Figur 5 ruhren von der Nase (oben) und den
Haarlocken her. Im Innern ist deutlich die Maserung des Holzes zu se-
hen. Der weisse Rand schliesslich zeigt die dicke Schicht aus bleihalti-
gen Farben, mit denen der Kopf bemalt worden ist.

In Kapitel 5 werden wir Ihnen die Computer-Tomographie genauer vor-
stellen. Dort erfahren Sie, wie ein solches Bild hergestellt wird.

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme" 13



Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

1.5 Lernkontrolle

Sie sind nun am Ende des ersten Kapitels angelangt. Mit den folgenden

Aufgaben konnen Sie sich auf den Kapiteltest vorbereiten. Verwenden

Sie den Losungsteil am Schluss des Kapitels nur zur Uberprifung lhret
Losungen. Wenn Sie mit einer Aufgabe Schwierigkeiten haben, danr
arbeiten Sie besser zuerst nochmals den entsprechenden Abschnitt
durch. Schlagen Sie nicht zu friih im Lésungsteil nach.

1) Eine historische Aufgabe aus dem alten China: Aus 3 Garben einer
guten Ernte, 2 Garben einer mittelméassigen Ernte und 1 Garbe einer
schlechten Ernte erhélt man den Ertrag von 39 Tou. Aus 2 Garben
einer guten Ernte, 3 Garben einer mittelmassigen Ernte und 1 Garbe
einer schlechten Ernte erhalt man den Ertrag von 34 Tou. Aus 1
Garbe guter Ernte, 2 Garben mittelmassiger Ernte und 3 Garben
schlechter Ernte erhalt man den Ertrag von 26 Tou. Frage: Wieviel
ist jedesmal aus 1 Garbe der Ertrag der guten, mittelmassigen und
schlechten Ernte?

Drucken Sie diese Aussagen durch Gleichungen aus.

2) Welches der Zahlenpaare (1.5, 2) (1, 2) (0.5, 2.5) ist L6ésung des
Systems

X2 - y- y3 +7.75
X+ x3y +y2 - 12.25

0

i
:
) 0

3) Stellen Sie sich ein System von 2 Gleichungen fur 3 Unbekannte
vor. Die Tripel

0,1,3) (2,-1,4) (1,1,1) (-7,-2,0)
erfullen die erste Gleichung dieses Systems. Die Tripel
2,2,2) (0,-1,3) (-7,0,-2) (2,-1,4)

erfillen die zweite Gleichung. Welche dieser Tripel missen Losun-
gen des Gleichungssystems sein?

4) Welches der folgenden Systeme ist linear, welches nichtlinear?

i 1
) ] x@2-y)-1 =0 by ity =9
a) | i
1 2(83x+y)-1 = 0 [ 3x-7y = 2
|

Kapiteltest: Jetzt sind Sie sicher gut genug vorbereitet fir den Kapitel-
test. Melden Sie sich an.
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Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

1.6 Ldsungen
Aufgabe 1-1

Ein Hinweis zum Vorgehen: Lesen Sie
den Text zwei mal durch. Das erste
Mal nur mit dem Ziel, die unbekannten
Grossen herauszufinden. Diese unbe-
kannten Grossen werden dann mit
Symbolen X, vy, ... bezeichnet. Gehen
sie den Text jetzt nochmals durch, um
die Gleichungen mit Hilfe dieser Sym-
bole aufzustellen.

Historische Aufgabe 3:
Wir suchen vier Zahlen: Die Summanden
x und y der ersten Summe, sowie die

Summanden u und v der zweiten Summe.

100
100

Die erste Summe ist 100 : x+vy
Die zweite Summe ist 100 : u+v

Ein Summand der ersten Summe ist das
Doppelte eines Summanden der zweiten
Summe.

Wir entschliisseln diesen Satz:

"Ein Summand der ersten Summe": dieser
Summand sei x. "Ein Summand der
zweiten Summe" ist zum Beispiel u. Wir
wissen also: x ist das Doppelte von u. Die
Gleichung, die das ausdrtckt, ist x = 2u.

Die "anderen" Summanden sind y und v.
Der andere Summand der zweiten
Summe ist das Dreifache des anderen
Summanden der ersten Summe: Dies be-
deutet, dass v das Dreifache von vy ist.
Das kann mit der Gleichung v = 3y
ausgedriickt werden.

Das Gleichungssystem lautet also

i x+y=100
f u+v =100
: X=2u
{ v =3y

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme"

Historische Aufgabe 4:

Anzahl Hdhne: x
Anzahl Hennen: y
Anzahl Kiken: z

Weil insgesamt 100 Tiere gekauft werden
sollen, gilt

X + vy + z = 100
Es werden fir 5x sapek H&hne, fir 3y
1
sapek Hennen und fur 52 sapek Kiken

eingekauft. Da ingesamt 100 sapek zur
Verfigung stehen, gilt

z
5x+3y+§=100

Das Gleichungssystem besteht aus diesen
beiden Gleichungen:

X + y + = 100

—

= 100

wIiN N

T5x+3y+

Historische Aufgabe 5:
Anzahl Ochsen: u
Anzahl Schweine: v
Anzahl Kalber: w
Anzahl Geissen: X

Hundert Tiere:
u+v+w+x =100

Hundert Gulden:

3 1 1
4u+-v+-=w+-x=100
2 2 4
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Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

Historische Aufgabe 6

Barschaft des ersten, zweiten und dritten
Reisenden: x, y und z.

L 73+x+y =2[(x+2) +(y +2)]
[ 73+x+2=3[(y +2) +(x +y)]
b 73+y+z=4{x+y)+x+2)]

Aufgabe 1-2

a) Wir fihren die Rechnung fiir die bei-
den ersten Tripel durch: Fir das Tripel
(0,0,0) ergibt sich

5,0-2,0 = 2,0+4
oder
0 = 4.

Dies trifft offenbar nicht zu, also ist
(0,0,0) keine Ldsung der Gleichung.
Fur das Tripel (4,3,5) erhalten wir

5,4-2,3 = 2,5+4
oder
14 = 14.

Das ist offensichtlich wahr, also ist
(4,3,5) eine Lésung der Gleichung.
Folgende Tripel I6sen die Gleichung:

4,3,5) (4,5,3) (=2, 5,-12)
(=2, -12,5) (2,12, -9)

b) Die Tripel
(2.15, - 2.65, 0)
(1.65,-1.15,1)

(2.4,-3.4,-0.5)
sind Losungen.

c) (0,0,2) (0,1,1) (0,2,0) (1,0,1)
(1,1,0) (2,0,0)

Aufgabe 1-3

a) Das System ist linear. Es enthalt zwar
ein Quadrat, aber die Unbekannten

kommen nur linear vor.

b) Das System scheint nichtlinear zu sein
und zwar wegen der Terme (y — 1)2
und —y2. Wird allerdings die erste

Leitprogramm ,Lineare Gleichungssyteme*

LOsungen

Gleichung etwas umgeformt, bleibt
eine lineare Gleichung ubrig:

(- 1)° +x- y* =7x-y
y2 -2y +1+X- y2 =7x-y
-2y +1+x=7X-y

Das Gleichungssystem erweist sich
also entgegen dem ersten Eindruck
als linear.

Losungen zur Lernkontrolle
von Kapitel 1

1) Hier sind unbekannt:
1. der Ertrag einer Garbe einer guten
Ernte (Symbol x), 2. der Ertrag einer
Garbe einer mittelmassigen Ernte
(Symbol y) und 3. der Ertrag einer
Garbe einer schlechten Ernte (Symbol
2).

Damit erhalten wir die Gleichungen:
(1) 3x+2y+z=39
(2) 2x+3y+z=34
(3) x+2y+3z=26

2) Von den gegebenen Zahlenpaaren ist
nur (1.5, 2) eine Losung.

3) Das Tripel (2, -1, 4) erfillt beide Glei-
chungen. Das heisst: Es erflllt das
Gleichungssystem.

4) System a) ist nichtlinear: Die Terme X
und (2-y), welche beide eine Unbe-
kannte enthalten, werden miteinander
multipliziert.

System b) ist nichtlinear. Die Nicht-
linearitat ruhrt in diesem Fall vom

1
Term — her.
X
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Auflosung linearer Gleichungssysteme:
Die Substitutionsmethode

Ubersicht: Sie entdecken in diesem Kapitel eine Methode, um Ldsungen
eines linearen Gleichungssystemes zu finden. Sie beginnen bei kleiner
Systemen mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten. Dann werder
Sie sehen, dass Sie die gefundene Methode auch fiir gréssere Systeme
einsetzen kénnen: fir Systeme also, die drei oder mehr Gleichungen
und Unbekannte haben.

Lernziel: Sie beherrschen eine Methode zur Auflésung von linearer
Gleichungssystemen: die Substitutionsmethode. Durch die Bearbeitunc
der Aufgaben haben Sie eine gewisse Routine in der Anwendung dieser
Methode erlangt.

Sie entdecken das Substitutionsverfahren

"Die Losung eines grossen Problems" sagt G. Polya in seinem Buch
'Schule des Denkens' "stellt eine grosse Entdeckung dar, doch in der
Losung eines jeden Problems steckt etwas von einer Entdeckung.
Deine Aufgabe mag noch so bescheiden sein, wenn sie jedoch dein In-
teresse weckt, wenn deine Erfindungsgabe angeregt wird und du die
Aufgabe aus dir heraus l6st, so wirst du die Spannung und den Tri-
umph eines Entdeckers erfahren." (G.Polya [1887-1985], ein unga-
risch-amerikanischer Mathematiker, war von 1928 bis 1942 Professor
an der ETH Zirich.)

Von den alten Hochkulturen hatten nur China und Indien Verfahren
entwickelt, mit denen man beliebige lineare Gleichungssysteme l6sen
kann.

Soweit bekannt ist, findet sich ein allgemeines Verfahren zum ersten Mal
in einem chinesischen Buch, das noch vor dem Beginn unserer Zeit-
rechnung geschrieben worden ist. Es tragt den Titel "Chiu Chang Suan
Shu", auf Deutsch "Neun Bucher arithmetischer Technik". Im alten China
mussten Anwarter auf hohere Beamtenstellen in der Lage sein, ein
lineares Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 4 Unbekannten auf-
zuldsen.

Die Araber und in ihrem Gefolge die Europaer des Mittelalters beschaf-
tigten sich hingegen kaum mit Gleichungssystemen. In Europa wurde
dieses Thema erst am Anfang der Neuzeit, um 1500, in Lehrblchern
behandelt. Das Substitutionsverfahren wird als allgemeine Lésungsme-
thode zuerst in einem Buch von Isaac Newton beschrieben. Isaac
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Kapitel 2 Auflosung linearer Gleichungssysteme: Die Substitutionsmethode

Newton lebte von 1642 bis 1727. Vielleicht sind Sie seinem Namen
schon begegnet: Er ist einer der grossten Physiker und Mathematiker
aller Zeiten.

Wir mochten lhnen das Substitutionsverfahren nicht einfach erklaren.
Wir sind Uberzeugt, dass Sie es selbst entdecken kdnnen!

Aufgabe 2-1: Im folgenden sind eine Reihe von Gleichungssystemen
aufgefuhrt. Losen Sie die Systeme der Reihe nach.

Das wird Sie sukzessive zur Losungsmethode fihren. Wenn lhnen die
eine oder andere Aufgabe Mihe bereiten sollte, geben Sie nicht zu
schnell auf! Gonnen Sie sich geniigend Zeit zum Probieren und Uberle:
gen! Sie kénnen lhre Resultate selbst prifen: Setzen Sie sie einfach ins
Gleichungsystem ein. Schauen Sie also nur im Lésungsteil nach, wenn
Sie wirklich ratlos sind.

i 2x+ 3y = 9
a) 1

| y = 2

.} S5x + 2y = 22
b) i 1. _

i 2y =3

i 3x + by = 20
c) 1
| y = X

] 2x+ 3y = 13
o ’

I y = x+1

j 4x- 3y =6
e) 1

I 2y = X-2

j 11x - 7y = 5
0 | ¢

I -x+ vy =0

j 6x + 8y = 27
9) 1 _

I X+ y = 5

] 2x+ 3y =
n o ’

I 33X+ 2y = 2

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme" 18



Kapitel 2 Auflosung linearer Gleichungssysteme: Die Substitutionsmethode

Sie haben die Substitutionsmethode entdeckt! Wir gratulieren lhnen! Sie
konnen jetzt jedes Gleichungssystem mit zwei Unbekannten I6sen. Und
Sie haben auch den Schlissel fir die Behandlung grosserer Glei-
chungssysteme in der Hand.

Aufgabe 2-2: Kénnen Sie jemandem diese Methode erklaren? Beschrei
ben Sie die einzelnen Schritte der Substitutionsmethode mit Worten.
2 Nehmen Sie das folgende System als Beispiel:

5 - 3y =-31
33X+ 2y = 8

Formulieren Sie Ihre Antwort schriftlich, und vergleichen Sie sie dann mit
unserer Erklarung im Losungsteil.

Unbekannten auflésen. Sie sollten daher das Substitutionsverfahren si-
cher und ohne grossen Zeitaufwand anwenden kdnnen. Mit einem Wort:
Sie brauchen Routine. Ldsen Sie deshalb die folgenden Aufgaben.

m In der mathematischen Alltagsarbeit muss man héaufig Systeme mit zwei

Hinweis: Wir nehmen an, Sie besitzen einen Taschenrechner. Benutzen
Sie ithn zur Durchfihrung lhrer Rechnungen. Es gibt Taschenrechner,
die Gber ein Programm zum Aufldsen von linearen Gleichungssystemen
verflugen. Das ist sehr bequem, und Sie sollten ein solches Programm
auch benutzen kdnnen. Im jetzigen Zeitpunkt raten wir lhnen aber davon
ab, das Programm zu verwenden. Eine gewisse Fertigkeit im Rechnen
sollte man sich erhalten. Nicht weil der Strom ausfallen kdnnte! Aber sie
mussen (und wollen) ja auch noch zu Fuss gehen kénnen, obschon es
Autos, Bahnen und Flugzeuge gibt!

Aufgabe 2-3: Losen Sie jetzt also die folgenden Gleichungssysteme mit
Hilfe der Substitutionsmethode. Uberprifen Sie lhre Resultate durck
3 Einsetzen.

i x +y = 11
a) L
I -x +y = 87
i X, +2X, = 5
b) i 1 2
1 4X1 + 6)(2 = 10
| 4qu - bv =
C) | /
1T 5 - 9u =
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Kapitel 2 Auflosung linearer Gleichungssysteme: Die Substitutionsmethode

0.2)(1 + 0.6)(2 =
0.3x; + 0.8x,

|
N

i
d) i
|

Aufgabe 2-4: Diese Aufgabe bereitet Ihnen vielleicht mehr Mihe als
Aufgabe 2-3. Greifen Sie dennoch nicht zu schnell zu den Lésungen!
4 Nehmen Sie sich Zeit zum Nachdenken - dann kommen Sie ohne Hilfe
ans Ziel.

Losen Sie die Gleichungssysteme auf:

] 2(4x-y)-3(7-2x)+1 = 2
3) b 2@x-y)+3@x-y) = 5
bk - 2t gy
b) i 4
. 2% +5 X,  _ >
¢ A2 22 -
I 9 3
2.2 Die Auflosung grésserer Systeme

Professor an der ETH Zurich. Er war ein ausgezeichneter Lehrer. Ganze
Generationen von Studenten haben bei ihm Mathematikvorlesungen
gehdrt. Manchmal hat er seinen Studenten die folgende Geschichte
erzahlt:

m Eduard Stiefel (1909-1978) war ein bedeutender Mathematiker unc

LStellen Sie sich vor, Sie brauchen heisses Wasser und in lhrer
Klche steht eine Pfanne mit kaltem Wasser auf einer kalten
Herdplatte. Die zweite Herdplatte dagegen ist heiss. Also werden
Sie die Pfanne von der kalten auf die heisse Platte stellen und
warten, bis das Wasser siedet.

Am né&chsten Tag steht die Pfanne mit kaltem Wasser auf dem
Tisch. Ansonsten ist die Situation unverandert. Wieder mdchten
Sie Wasser kochen. Dazu stellen Sie die Pfanne ohne Zweifel auf
die heisse Platte.

Nicht so der Mathematiker! Er stellt die Pfanne auf die kalte Platte

und geht zufrieden weg, weil er das neue Problem auf das alte zu-
rickgefihrt hat.”
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Kapitel 2 Auflosung linearer Gleichungssysteme: Die Substitutionsmethode

Kdnnen Sie sich vorstellen, wie man ein System von drei Gleichungen
mit drei Unbekannten auflést? Probieren Sie es gerade einmal:

Aufgabe 2-5: Bestimmen Sie die Losungen des Gleichungssystemes

5 |l 3x- 2y+5z = 23
I 4x+8y-2z = -6
b sx+ 2y+2z = 14
Kontrollieren Sie ihr Resultat durch Einsetzen.
Haben Sie die Lésung gefunden, so kénnen Sie zu Aufgabe 2-8 gehen.
Falls Sie keine Idee haben, wie man diese Aufgabe anpacken kdnnte,
dann I6sen Sie zuerst Aufgabe 2-6.
Aufgabe 2-6: Lésen Sie die beiden nachstehenden Gleichungssysteme,
und Uberprifen Sie Ihre Ergebnisse durch Einsetzen.
6 .
Il 5x-4y+3z = -9
a) I 3x+2y+2z = 6
| z = 2
_;L -4x-T7y+3z = 27
b) i 2x-4y+2z = -14
{ z = x-2y+11
Aufgabe 2.7: Versuchen Sie jetzt die Aufgabe 2-5 zu I6sen.
v

Aufgabe 2-8: Fassen Sie lhre Erfahrungen zusammen: Wie |6st man
ein System von drei linearen Gleichungen mit drei Unbekannten mit
8 dem Substitutionsverfahren? Beschreiben Sie in wenigen Satzen das
Prinzip. Vergleichen Sie Ihre Antwort mit der Lésung.
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Es ist Ihnen nun auch klar, wie Sie ein lineares System - sagen wir mit
m 10 Gleichungen und 10 Unbekannten - auflésen kdnnen:
Man |6st eine Gleichung nach einer Unbekannten auf und setzt das Er-
gebnis in den anderen 9 Gleichungen ein. Dadurch entsteht ein lineares
System mit 9 Gleichungen und 9 Unbekannten. Dieses fihrt man auf ein
System mit 8 Gleichungen und 8 Unbekannten zurtick und dieses wie-
derum auf ein System mit 7 Gleichungen mit 7 Unbekannten und so fort,
bis nur noch eine einzige Gleichung mit einer einzigen Unbekannter
Ubrig bleibt. Diese Gleichung wird geldst, und damit ist eine Unbekannte

bestimmt. Nun berechnet man rickwarts eine Unbekannte um die
andere.

Zur lllustration hier ein Beispiel mit 4 Gleichungen und 4 Unbekannten:

X1+X2' X3 +X4 =
Xl-XZ- X3' X4 =
X1+X2 +X3' X4 =

w 01 O O

i
i
i
T Xl_ X2 +X3 +X4 =

Auflésen der 4.Gleichung nach x4 ergibt: x4 = — X3 + Xo — X3 + 3. Einset-
zen in die drei ersten Gleichungen und Umformen ergibt:

} 2X,- 2%3+3 = 0 | 2Xp - 2X3 = -3
i 2Xq- 2%, -3 =0 oder [ 2Xq- 2X, = 3
to2x, +2X3- 3 = 5 to2x, +2x3 = 8

Das Gleichungssystem rechts erhalten wir, indem wir im System links
auf beiden Seiten der ersten Gleichung —3 addieren und bei der zweiten
und dritten Gleichung jeweils 3. Es spielt keine Rolle, mit welchem
System wir weiterrechnen.

Ubrig bleibt ein System mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten. Auflésen
der 3. Gleichung nach x3 ergibt: x3 = — x1 + 4. Einsetzen in die beiden

anderen Gleichungen und Umformen ergibt:
I =5
Voo, - 2x, = 3

N
X
[
+
N
X
N
I

Mit xo = x1 — 1.5 folgt

4X1 = 8
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10

2.3

Die Lésung dieser Gleichung lautet x; = 2. Durch "Rlckwartseinsetzen”
erhalt man sukzessive die tbrigen Unbekannten:

X2 =2-15 = 05
X3 =—2+4 = 2
X4 =—2+05-2+3 = -05

Ldsen sie zum Training noch die folgenden Aufgaben.

Aufgabe 2-9: Ldsen Sie die Gleichungssysteme

_;L X -z = -8 IL 2X +z = 3
a) i 2x -z =0 b) i X- 6y-2z = 14
{ xX+y+z = 3 | 5x+4y+3z = 5
i _ z
P s
i X
Cc i =z + =
)Ty 3
;;- z =10 + ¥
3

Die Aufgabe c) stammt Ubrigens von einem beriihmten griechischen Ma-
thematiker: von Diophant. Er hat sich vor allem mit Gleichungen be-
schéftigt, die ganzzahlige Losungen haben. Solche Gleichungen nennt
man heute diophantische Gleichungen (Siehe auch Aufgabe 1-2 c).

Aufgabe  2-10: Johannes Buteo, ein spatmittelalterlichel
Rechenmeister, stellt in seinem Buch "Logistica” die folgende Aufgabe:
"Drei Zahlen [sind] zu finden, deren erste mit einem Drittel der Ubrigen
14 macht. Die zweite mit einem Viertel der anderen macht 8. Die dritte
ebenso mit dem funften Teil der Gbrigen macht 8." Stellen Sie ein Glei:
chungssystem auf, das dieses Problem beschreibt, und I6sen Sie dieses
Gleichungssystem.

Lernkontrolle

Sie sind nun am Ende dieses Kapitels angelangt. Bereiten Sie sich mit
den folgenden Aufgaben auf den Kapiteltest vor.
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Lernkontrolle A: Verwenden Sie den Losungsteil nur zur Kontrolle Ih.
rer Resultate. Bei einer falschen Lésung ist es wichtig, dass Sie heraus:
finden, ob es nur ein Rechenfehler war. Haben Sie die Losungsmethode
nicht ganz verstanden, so schlagen Sie nochmals bei der Lésung von
Aufgabe 2-2 bzw. Aufgabe 2-8 nach. Dort ist die Methode genau be-
schrieben. Versuchen Sie dann, die Methode bei der nachsten Aufgabe
richtig anzuwenden.

i1, .6 _
i EX1+§X2—7
1) i
. 4 5
,:\ -§X1- §X2:'14
2 i x-1)(y-1)-(x-4)(y-7)=30
i
T (xX+5 (y+2)-(x-4) (y-10)=27
: 2x- 3y+5z=0
3) i 3x+5y-2z=0
1 Bx-2y+3z=0

Kapiteltest: Wenn Sie diese Aufgaben durchgearbeitet haben, sind Sie
sicher gut fur den Kapiteltest vorbereitet. Melden Sie sich an!

Lernkontrolle B: Losen Sie diese Aufgaben, wenn Sie den Kapiteltest
nicht erfolgreich bestanden haben.

1 ] 20x+45y =31
) % 6x+10y =15
b X Yoy
2) i 4 5
i 4x - 5y =-18
il. 6x- 2y-4z=2
3) i XxX- y-2z=-3

{ ax-sy+22=7
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2.4 Losungen
Aufgabe 2-1

a) Die Unbekannte vy ist hier von Anfang
an bekannt; y = 2. Wir verwenden
diese Information in der ersten Glei-
chung. Wir setzen dort fir y den Wert
2 ein. So erhalten wir die Gleichung

2x+6 = 9

Diese Gleichung enthalt nur noch die
Unbekannte x. Auflésen nach x ergibt

2X+6 = 9 Y- 6
2x = 3 Yo: 2

3

X = -

2

5
Ldsung: ?;,25

b) Schauen wir die zweite Gleichung an:
1
Ey = 3. Weil die Halfte von y gleich 3

ist, muss y gleich 6 sein. Wie beim
Gleichungssystem a) benutzen wir
diese Information in der ersten Glei-
chung. Wir setzen fur y den Wert 6
ein. Das ergibt

5x+12 = 22

Auflésen nach x ergibt

bx+12 = 22 %12
5x = 10 ¥%: 5
X = 2

Losung: (2,6)

c) Hier lasst sich y nicht mehr direkt be-
rechnen. Aber wir wissen aus der
zweiten Gleichung, dass y gleich x ist.
Wir koénnen also in der ersten Glei-
chung y durch x ersetzen. Wir
erhalten

3x+5x = 20

Diese Gleichung l6sen wir nach x auf

8 = 20 %: 8
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d)

LOsungen

5
X = -
2

Wir kennen nun die Unbekannte x. Da
y gleich x sein muss, erhalten wir die

i ? 50
Losung , — .
2 29

Diese Aufgabe Idsen wir ahnlich wie
Aufgabe c). Die zweite Gleichung be-
sagt, dass y gleich x+1 ist. Wir ver-
wenden diese Information in der er-
sten Gleichung und ersetzen y durch
den Ausdruck x+1. So erhalten wir

2x + 3(x+1) = 13

Diese Gleichung I6sen wir nach x auf.
Zuerst multiplizieren wir aus:

2X + 3x+3 = 13
5x+3 = 13 -3
5x = 10 %5

X = 2

Day = x+1 gilt, ist die Lésung (2,3).

Aus der zweiten Gleichung wissen wir,
dass 2y gleich x - 2 ist. Darum ist y
gleich der Halfte von x - 2. Es qilt also

_x-2_1x1
Y 2 2

Nun sind wir in der selben Situation
wie in Aufgabe d). Wir setzen in der
ersten Gleichung fir y den Ausdruck

y=—1x-1
2
ein:
4x - 3(—;x- 1) = 6

Wir multiplizieren aus und l6sen die
Gleichung nach x auf:
4x - §x+3 = 6
2

5
-X+3
2

1]
o

1
w
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9)

§X:3 )(Z
2 5
6
X==
5
Fury finden wir
1 16 2
y=—X-1l=—x=-1=-—
2 25
Die Loésung lautet also
6 2
(_51 g)

Aufgrund der zweiten Gleichung wis-
sen wir, dass y —x = 0 ist. Dies ist
dann der Fall, wenn y und x gleich
gross sind: y=x. Somit haben wir ein
Gleichungssystem vom Typ c). Wir er-
setzen in der ersten Gleichung y
durch x und erhalten 11x — 7x = 5.
Daraus ergibt sich

4x =

X =

Al o

Aus y = x ergibt sich die Lésung
? 50
4’49

Die zweite Gleichung besagt, dass die
Summe von x und y gleich 5 ist. Wenn
X bekannt ist, so kann man y berech-
nen:y ist gleich 5 — x. Wir kénnen also
in der ersten Gleichung y durch den
Ausdruck 5 — x ersetzen:

6x+8(5—-x) = 27
-2x+40 = 27 ¥%— 40
-2x = =13 ¥ (-2)
13
X = —
2

Nun kennen wir x und kénnen y be-
stimmen. y ist gleich 5—x, also
13 3

=5. — - -
y 2 2

Die Ldsung lautet somit

g %
2' 20
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LOsungen

h) Aus 3x +2y = 2 schliessen wir wie

bei g), dass 2y = 2 - 3x gilt. Nun
liegt die gleiche Situation vor wie bei
Aufgabe e). Wir folgern
. 2-3x 1 3X
y 2 2

Damit haben wir die Situation von
Aufgabe d) erreicht. Wir setzen in die
erste Gleichung fiir y den Ausdruck

y = 1-=x
ein:
3
2x+3(1- =x) = 4
2
-gx +3 = 4 13
5 2
-=X = 1 Y- =
2 A 5)
2
X = -=
5
Fury erhalten wir nun
1 3 1 3)( 2) 8
= - =X = R - = —_
y 2 2 5 5

Die L6sung lautet

et
& 550

Aufgabe 2-2

Die Substitutionsmethode fur zwei li-
neare Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten besteht aus folgenden drei
Schritten:

5x - 3y
33X + 2y

31 ()

}
I 8 (2

Schritt 1: Wir wahlen eine der beiden
Gleichungen aus, z.B. Gleichung (2),
und l6sen sie nach einer der beiden
Unbekannten auf. Zum Beispiel nach
y:

y = 4—-1.5x 3)

Schritt 2: Wir setzen das Ergebnis aus

Schritt 1 in der anderen Gleichung,
also in Gleichung (1), ein und erhalten
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so eine Gleichung mit einer einzigen
Unbekannten:

5x — 3(4—15x) = -31

Diese Gleichung l6sen wir wie ublich
auf.

5x-12+4.5x=-31
9.5x- 12=-31 | +12
95x=-19 | : 95

X=-2

Damit ist eine Unbekannte, in unse-
rem Beispiel x, bestimmt.

Schritt 3: Wir erhalten die andere Un-
bekannte y, indem wir das Ergebnis
von Schritt 2 ins Ergebnis von Schritt
1, also in die Gleichung (3), einset-
zen:

y = 4-15-2) = 4+3 =7

Damit ist die Losung des Gleichungs-
systems bestimmt. Sie lautet flr unser
Beispiel:

(=2,7).

Aufgabe 2-3

a) Wir I6sen die zweite Gleichung nach y

auf:
y = 87+x

Wir setzen den erhaltenen Ausdruck
in die erste Gleichung ein:

X+ (87+x) =11

Wir I6sen nach x auf, dies ergibt:

X =-38
und damit
y =49

Die Ldsung ist (-38,49).

b) Erste Gleichung nach x; auflésen:

X, =5 - 2X%,
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Einsetzen in die zweite Gleichung:
4(5 - 2x,)+ 6X, = 10
Nach x, auflosen:
X, =5

Losung: (-5,5)

Bemerkung: Es gibt grundsatzlich vier
Wege, die zur Loésung fuhren. Sie
kdnnen als ersten Schritt die erste
oder die zweite Gleichung nach der
ersten oder der zweiten Unbekannten
auflésen. Der hier gewahlte Weg ist
etwas einfacher als die anderen, weil
er nicht auf Briche fihrt.

Zweite Gleichung nach v auflésen:

1 9
V==+=u
5 5

Einsetzen in die erste Gleichung:

1 9
4u-5(-+—-u)=1
5 5
. 2
Auflésen nachu: u= - E
Losung:

Erste Gleichung nach x; auflosen:
X, =10 - 3%,
Einsetzen in die zweite Gleichung:
0.3(10- 3x,)+0.8x, =1

Auflésen nach x,: x, =20

Losung: (-50, 20)

Aufgabe 2-4

a)

Es lohnt sich, zuerst die linken Seiten
der Gleichungen zu vereinfachen.

Ausmultiplizieren und zusammenfas-
sen ergibt das Gleichungssystem

14x - 2y - 20 = 2

i
%10x-5y = 5
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b)

Die zweite Gleichung nach y auflésen:
y = 2x-1

In die erste Gleichung einsetzen:
14x - 2(2x-1)—-20 = 2
Nach x auflésen:  x = 2

Losung: (2, 3)

Die Gleichungen lassen sich wie folgt
schreiben:

[ p—

2Xq - §x2- 7=12
|' 2

I —xl-}x2+—5=2
9 3 9

Wir gehen nach unserem Schema vor:

1. Schritt: zweite Gleichung nach xj
auflosen:

2. Schritt: Einsetzen in die erste Glei-
chung und nach x, auflésen:

2(13+3x) 3, - 7=12
2 272 272

3
6+=X, =12
2

3. Schritt: Einsetzen

13 3
X1 :—2 +E><4:12.5

Losung: (12.5, 4)

Aufgabe 2-5

Die Losung lautet (2,-1,3)
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Aufgabe 2-6

a)

[ ——

b)

Die Unbekannte z ist von vorneherein
bekannt: z=2. Wir verwenden diese In-
formation in den ersten beiden Glei-
chungen. Wir setzen fir z den Wert 2
ein:

5 - 4y + 3X =
3X + 2y + 2X =

-9 (a)
6 (b)
Auf diese Weise haben wir ein Glei-
chungssystem mit zwei Gleichungen

und zwei Unbekannten erhalten. Wir
I6sen es wie gewohnt auf:

Gleichung (b) nach y auflésen:

=1 §x
y 2

In Gleichung (a) einsetzen:
3
bx —4(1 - EX)+6=_9

5
Nach x auflésen: x=-1, y = E

5
Losung: (-1, 5,2)

Hier lasst sich keine der Unbekannten
direkt bestimmen. Aus der dritten
Gleichung wissen wir aber, dass z
gleich x- 2y +11 ist. Wir kdénnen so-

mit in den ersten beiden Gleichungen
anstelle von z den Ausdruck x — 2y
+11 einsetzen:

] -4x- 7y +3(x- 2y +11) = 27
{ 2X - dy+2(x- 2y+11) =-14

Nach dem Ausmultiplizieren und Zu-
sammenfassen der Terme der linken
Seiten erhalten wir:

] -X-13y+33 = 27 (a)
1 ax-sy+22 =14 (b)

Wieder liegt ein Gleichungssystem mit
zwei Gleichungen und zwei Unbe-
kannten vor.

Gleichung (a) nach x auflésen:
X=6-13y
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In (b) einsetzen:

4(6 — 13y) — 8y = -36
Auflosen: y=1, x= -7
Einsetzen: z=x-2y +11=2
Lésung: (-7,1,2)

Aufgabe 2-7

Wir l6sen die dritte Gleichung nach z
auf:

5
zZ=7- —X- a
S XY (a)
Wir ersetzen daher in der ersten und

zweiten Gleichung z durch den Aus-

5
druck 7 — Ex—y

23

5
3x- 2y +5(7 - Ex- y)

-6

—_) o —— —

4x + 8y - 2(7 - gx- y)

Durch Umformen der linken Seiten er-
halten wir das Gleichungssystem

-1—29x- 7y +35=23 (b)

) I9x+10y-14=-6 (c)

—_——

Nun liegt ein System mit zwei Glei-
chungen und zwei Unbekannten vor.
Dieses l6sen wir wie gewohnt:

Wir I6ésen die Gleichung (c) nach y
auf:

1
=—(8- 9x d
y 10( ) (d)
Wir setzen den Ausdruck (d) anstelle
vony in die Gleichung (b) ein:
19 1

- = x- 7x=(8- 9x) +35 = 23
2 10

Nun lésen wir nach x auf und erhalten

X =2
Einsetzen in (d) ergibt
=-1
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Jetzt kennen wir x und y. Aus der Glei-
chung (a) ergibt sich nun

5
z=7-22-(-1)=3
> (-1)

Die Losung lautet (2, -1, 3)

Aufgabe 2-8

Die Substitutions-Methode fiir ein li-
neares System von drei Gleichungen
mit drei Unbekannten besteht aus fol-
genden drei Schritten:

Schritt 1: Wir l16sen eine der Gleichun-
gen nach einer der Unbekannten auf.

Schritt 2: Wir setzen das Ergebnis von
Schritt 1 in den beiden anderen Glei-
chungen ein. Dadurch erhalten wir ein
lineares System von zwei Gleichun-
gen fur zwei Unbekannte. Dieses
Gleichungssystem l6sen wir in der
gewohnten Weise. Damit sind zwei
Unbekannte bestimmit.

Schritt 3: Wir setzen das Resultat aus
Schritt 2 im Ergebnis von Schritt 1 ein.
Damit ist auch die letzte Unbekannte
bestimmt.

Mit anderen Worten: Man fuhrt das
Problem dreier Gleichungen mit drei
Unbekannten auf das bekannte Pro-
blem eines Systems mit zwei Glei-
chungen und zwei Unbekannten zu-
ruck!

Aufgabe 2-9

a) Zweite Gleichung nach z auflésen:

zZ = 2X.

Einsetzen in die erste und dritte Glei-
chung:

X - 2x = -8
X + y + 2X

!
)\
|

Vereinfachen:
-X

-8 (a)

1
1 3 (b)

3xX + vy
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Aus der Gleichung (a) ergibt sich x=8; Wir erssetzen y in der Gleichung (b)
aus der Gleichung (b) erhalten wir durch =z und l6sen nach z auf:
3
y=3-3-(-8)=-21 45
z= —
Losung: (8,21, 16) 2
: 75
b) Erste Gleichung nach z auflésen: Einsetzen: y = 5 X7 45
z=3-2x 75 45
. : : : Losung: (X, y,2)=(45, —, —)
In zweite und dritte Gleichung einset- 2 2
zen:
X - 6y - 2(38-2x) = 14 Aufgabe 2-10

i
|
|

Bx + 4y + 3(3- 2X) 5 )
Drei Zahlen: x,y, und z

Umformen: Text in Gleichungen umgesetzt ergibt:

] 5% - 6y - 6 = 14 (a) .
{ -Xx + 4y + 9 = 5 (b) ' x+§(y+z)=14
Gleichung (b) nach x aufldsen: T y+i(x+7)=8
X=4+4y. i ‘11
In (a) einsetzen und nach y auflésen: 1 z+ 5 (x+y)=8
y =0.
Losung: (4, 0, =5) In die Obliche Form gebracht, lautet das

Gleichungssystem
c) Die erste Gleichung ist schon nach x

i 1 1
z I et
aufgelost: x = y+ 3 Wir ersetzen i XT3Y*T3% =14
also x in der zweiten Gleichung durch i %x+ y+-z=8
z .
y +— und erhalten: 1
3 t =X+=y+ z=
i _ 1 1
vy =z o+ 332 Losung (11, 4, 5)
|
% z = 10 + —1y
3 L6ésungen zur Lernkontrolle 2
Umformen ergibt A
N 1) Erste Gleichung nach x; auflosen:
by =22+ 3y @
i - = =
|' :i X1 =14 - 1—52X2
1 z = 10 + =y (b) . . .
[ 3 In zweite Gleichung einsetzen:
Wir l6sen die Gleichung (a) nach y - %(14- 1—52x2)- %xz =-14
auf: 20
5 Nach X, auflésen: x, = —
y = EZ 3

" 20
Losung: (-2, ?)
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2) Linke Seite vereinfachen:

3)

—)— N — —

i 6x+ 3y - 27 =30

1 1ox+o9y- 30=27

Erste Gleichung nach y auflésen:
y =19 - 2x

In zweite Gleichung einsetzen:
12x +9 (19 - 2x) - 30 = 27

Nach x auflésen: x =19

Losung: (19,-19)

Haben Sie die Losung erraten? - Gut!

Sie konnen die LOsung aber auch
berechnen. Erste Gleichung nach x
auflosen:

3 5
X=—y-—z
2y 2

In 2. und 3. Gleichung einsetzen:

3 5
3(=y-=2z) + by - 2z =0
(2y > ) y
3.5
5=y-=2) - 2y + 3z =0
(Zy > ) y
Umformen:
i 19 19
. =y - —z = 0 (a
I 2 y > (a)
T 11 19
I =y - =Zz = 0 (®
P 5 > (b)
Gleichung (a) nach y auflésen: y =z
In (b) einsetzen ergibt: z = 0 und

daraus y =0.

Lésung: (0, 0, 0)

Zweite Gleichung nach y auflésen
=—=-=X
y 2 5
In erste Gleichung einsetzen:

3 3
20X + 45(= - —x) = 31
2 5

73
Nach x auflosen: x = —
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3)

LOsungen

970

LOsung: )
14 359

Erste Gleichung nach x auflésen:
x =16 4
5 y
In zweite Gleichung einsetzen:
4
4(16 - gy)- 5y=-18
Nach y auflésen: y = 10

Ldsung: ( 8, 10)

Erste Gleichung nach y auflosen:
y=3x-2z-1
In 2. und 3. Gleichung einsetzen:
i x- (3x-2z-1)-2z=-3
% 4x- 5(3x- 2z- 1)+2z =7
Umformen:
] -2 +1=-3
1 -1ix+12z45=7
Aus der ersten Gleichung folgt: x =2

In die zweite Gleichung einsetzen.
Das ergibt:

—22+12z4+5=7
z=2

Losung: (2,1,2)
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L[]

Nicht jedes Gleichungssystem hat genau
eine Losung!

Ubersicht: Es gibt lineare Gleichungssysteme, die keine Losungen ha-
ben und andere, die unendlich viele Lésungen besitzen. Kénnen wil
diese Falle mit dem Substitutionsverfahren erkennen? Konnen wir die
Lésungen berechnen, falls es unendlich viele gibt?

Ja! Das Substitutionsverfahren eignet sich zur Auflosung von beliebigen
linearen Gleichungssystemen. Das werden wir [hnen zeigen. In diesem
Zusammenhang missen wir uns einer Frage widmen, die wir bisher gar
nicht beachtet haben: Konnen beim Umformen eines
Gleichungssystems Losungen ,verloren gehen*? Oder konnen sich
umgekehrt wahrend der Rechnung zusatzliche Lésungen quasi
~einschleichen*?

Am Schluss des Kapitels werden wir noch auf eine weitere Frage einge-
hen: Gibt es lineare Gleichungssysteme mit, sagen wir, genau vier L6-
sungen?

Hier ist die Antwort: Nein! Das werden Sie besonders anschaulich bei
Gleichungssystemen mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten se-
hen. Dort kdnnen die Losungen namlich bildlich dargestellt werden.
Dann wird sofort klar, dass es nur die erwahnten drei Félle geben kann.

Lernziele: Sie kdnnen mit dem Substitutionsverfahren entscheiden, ok
ein lineares Gleichungssystem keine L6sung, genau eine Losung odet
unendlich viele Losungen hat.

Wenn ein System Loésungen hat, sind Sie in der Lage, diese zu bestim-
men.

Bei Systemen mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten kdnnen Sie
die drei Losungsfalle geometrisch interpretieren.

Zwei Beispiele

Wir werden lhnen in diesem Abschnitt zwei Beispiele vorlegen, bei
denen die Anwendung des Substitutionsverfahrens ein tberraschendes
Resultat liefert.

Betrachten wir das folgende System von drei Gleichungen mit drei Un-
bekannten
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-3Xx+5y+2z=3
IxX-4y-z2=2
X+6y +z=8

(1)

—— — e /

Wir I6sen die dritte Gleichung nach z auf
Z=-X—-6y+8

und setzen das Resultat in die beiden anderen Gleichungen ein. Formen
wir noch um, so erhalten wir:

j -4X-y=-5
1 8x+2y=10

Jetzt [6sen wir die erste Gleichung nach y auf
y=-4x+5
und setzen das Ergebnis in die zweite Gleichung ein. Wir erhalten die
Gleichung
10=10
Was bedeutet dieses Resultat fur die Lésungen des Gleichungssystems

(1)? Bevor wir uns dieser Frage widmen, moéchten wir IThnen noch ein
weiteres Beispiel vorlegen:

_‘IL 2x - y+4z = 5
(2) i -10x+3y+8z = 4
i -Bx+2y-3z = -1

Wir l6sen in diesem Fall die erste Gleichung nach y auf
y=2x+4z-5

und setzen das Resultat in die anderen Gleichungen ein. Umformen
(rechnen Sie mit!) fihrt uns zu den Gleichungen

i -4x +20z2 =19
i -x+ 5z= 9

Nun lésen wir die zweite dieser Gleichungen nach x auf, und setzen sie
in die erste ein. Das ergibt die Gleichung

—20z + 36 + 20z = 19
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3.2

also
36 =19

Wieder erhalten wir eine Gleichung, in der keine Unbekannte mehr vor-
kommt. Anders als beim ersten Beispiel ist diese Gleichung aber falsch.
Was konnen wir daraus schliessen?

Nachgedacht!

Eine Antwort auf die obige Frage erfordert eine etwas andere Betrach:
tungsweise, als wir sie bisher gehabt haben. Wir missen dartber nach-
denken, was wir beim Aufldsen mit dem Substitutionsverfahren eigent:
lich tun.

Gehen wir dazu nochmals zum Beispiel (1) zurtck.

.} -3x+5y +z=3
(1) i xX- 4y-z2=2
{ X+6y+z=8

Wir 16sen im ersten Schritt die letzte Gleichung nach z auf und erhalten
die Gleichung z =- x - 6y +8. Anstelle der dritten Gleichung von System
(1) werden wir nun diese Gleichung verwenden. Anders gesagt: Wir ar-
beiten mit einem neuen, leicht veranderten Gleichungssystem weiter:

,‘Il -3x+5y +z2=3
(3) i 7X- 4y-z2=2
) Z=-X-6y+8

Nun versuchen wir anstelle von (1) dieses Gleichungssystem zu I6sen.

Im zweiten Schritt ersetzen wir die erste Gleichung. Wir setzen die dritte
Gleichung in die erste Gleichung ein und formen um. Das fuhrt uns auf
ein System, das etwas einfacher geworden ist:

.} -4xX-y=-5
4) i Tx-4y-z=2
t zZ=-x-6y+8

Wir vereinfachen weiter, indem wir auch in der zweiten Gleichung z er-
setzen:
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.‘r -4x-y=-5
(5) i 8x+2y =10
t Z=-x-6y+8

In dieser Art fahren wir fort. In jedem Schritt ersetzen wir eine Gleichung
des vorliegenden Systems durch eine andere und erhalten ein neues,
etwas einfacheres System. Wir formen das System um.

Das System (5) kdnnen wir vereinfachen, indem wir die erste Gleichung
nach y auflésen und dann das Resultat in die zweite Gleichung einset-
zen. Wir erhalten sukzessive die Systeme

.;l y=-4x+5
(6) i 8x+2y=10

t Z=-X- 6y+8
und

} y=-4x+5
@) i 10=10

t z=-x-6y+8

Diese Darstellung verschafft uns jetzt den Uberblick, den wir brauchen,
[> um die Loésungen zu ermitteln. Die zweite Gleichung von System (7) ist

immer erflllt und zwar unabhangig davon, wie x, y und z gewahlt wer-
den. Also missen wir nur nach Lésungen suchen, die die erste und die
dritte Gleichung erfillen. Setzen wir flr x einmal den Wert 1 ein. Es folgt

y=-4x+5=1
z=-1- 6x+8=1

Wir erhalten das Tripel (1, 1, 1). Dieses Tripel erftllt die erste und die
dritte Gleichung und naturlich auch die Gleichung "10 = 10". Es ist somit
eine Losung des Gleichungssystems (7).

Wenn wir hingegen fir x den Wert 0 wahlen, so erhalten wir das Tripel
(0, 5, =22), fur x = 2 das Tripel (2, =3, 24) und so weiter. Das Glei-
chungssystem (7) hat offenbar nicht nur eine einzige Losung, sondern
unendlich viele. Wir kdnnen fiur x eine beliebige Zahl wahlen und dann -
wie getan - die zugehdrigen Werte fur y und z berechnen.

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme" 35



Kapitel 3 Nicht jedes Gleichungssystem hat genau eine Lésung!

Aufgabe 3-1. Ldsen Sie im System (5) die erste Gleichung nicht nach 'y,
sondern nach x auf. Berechnen Sie auf diesem Weg die Unbekannten x
1 und z. Erhalten Sie auch so die Tripel (1,1,1) (0,5,-22) und (2, -3, 24)

als Losungen?

es sich durch die Umformungen verandert. Wir |0sen die erste
Gleichung nach y auf und erhalten das System

m Wie beim System (1) kénnen wir auch beim System (2) verfolgen, wie

.} y=2x+4z- 5
i -10x+3y+8z=4
' -Bx+2y-3z=-1

Nun setzen wir die erste Gleichung in die zweite, dann in die dritte Glei-
chung ein und formen beide Male um. Das fuhrt uns zum System

} y=2x+4z-5
i -4x+20z=19
t -x+ 5z=9

Hier 16sen wir die dritte Gleichung nach x auf; dann setzen wir das Re-
sultat in die zweite Gleichung ein. So erhalten wir schliesslich das Sy-
stem

} y=2x+4z-5
(8) i 36=19

t x=5z-9

Dieses System hat offensichtlich keine Lésungen. Denn wie auch immer
X, y und z gewéahlt werden, die zweite Gleichung ist nie erftllt!

Folgt aus dieser Tatsache, dass auch das urspriingliche System keine
Lésung hat? Das ist nicht selbstverstandlich. Es gibt Umformungen, bei
denen eine Gleichung entsteht, die nicht mehr die selben Losungen hat
wie die Ausgangsgleichung. Nehmen wir beispielsweise die Gleichung
9 X2 = 2x

Teilen wir diese Gleichung durch x, so entsteht die Gleichung

(20) X =2

Die Gleichung (9) hat die beiden Losungen 0 und 2. Die Gleichung (10)

hat aber nur noch eine Losung. Offenbar ist durch diese Umformung die
andere LOosung ,verloren gegangen®.
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Es kdnnen auch Lésungen hinzukommen. Wenn wir die Gleichung x =2
guadrieren, entsteht die Gleichung x2 = 4 mit den beiden Losungen 2
und -2.

Wenn Gleichungen oder Gleichungssysteme die selben Losungen ha:

[> ben, dann nennen wir sie aquivalent: Bei zwei aquivalenten Systemen
ist jede Lésung des einen Systems zugleich auch Losung des anderen

Systems. Die Gleichungen (9) und (10) sind demnach nicht aquivalent.

Kehren wir zurick zu unserer Frage. Sie lautet jetzt so: Sind die Sy-
steme, die wir beim Umformen mit dem Substitutionsverfahren erhalten,
aquivalent?

Betrachten wir ein Beispiel. Sind die Systeme (3) und (4) aquivalent?

.} -3X+5y+z=3 f -4x-y=-5
() i 7x-4y-z=2 4 i Tx-4y-z=2
) =-Xx-6y+8 t Z=-X- 6y+8

Wir versuchen nicht, die Loésungen der beiden Systeme zu bestimmen
und dann zu entscheiden, ob sie Ubereinstimmen.

Wir gehen raffinierter vor: Wir zeigen, dass jede beliebige Losung des
einen Systems auch das jeweils andere erfullen muss. Dann kénnen die
beiden Systeme nicht verschiedene Lésungen haben, selbst wenn es
unendlich viele gibt!

Gehen wir zuerst von einer Lésung X, y, z des Systems (3) aus. Weill
sie die dritte Gleichung erfullt, kbnnen wir in der ersten z durch die Zahl
—X — 6y + 8 ersetzen und erhalten die Gleichung

-3X+5y+(—x—-6y+8) =3
Wir vereinfachen zu

—4x—-y = -5

und sehen: Die Zahlen x, y, z erflllen auch die erste Gleichung von (4).
Die zwei anderen Gleichungen erfillen sie sowieso.

Jetzt soll umgekehrt X, y, z eine Losung des Systems (4) sein. In die-
sem Fall gilt

—-4x—-y = -5
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Dann ist auch die Gleichung erfillt, die entsteht, wenn wir auf beiden
Seiten die Zahl z addieren:

—4X—-y+z = 5+z

Dank der dritten Gleichung von (4) kbnnen wir auf der rechten Seite z
durch —x — 6y + 8 ersetzen:

—4Xx—-y+z = -5+(—x—-6y+8)

Durch Vereinfachen erhalten wir die erste Gleichung von (3). Die Sy-
steme (3) und (4) sind also aquivalent.

Bei den anderen Umformungsschritten konnen wir auf ahnliche Art zei-
gen, dass sie auf aquivalente Systeme fuhren.

Jetzt haben wir gentigend Klarheit Uber das Substitutionsverfahren ge-
wonnen! Wir haben die Sicherheit, dass es uns in jedem Fall richtige und
vollstdndige Losungen liefert. Und zwar auch dann, wenn ein System
unendlich viele Losungen oder gar keine LOsung hat. Auch im letzten
Fall?

Aufgabe 3-2: Wenn von zwei aquivalenten Systemen eines keine Lo
sungen hat, dann ist auch das andere unlosbar. Begrinden Sie diese
2 Aussage.

Aufgabe 3-3: Stellen Sie bei folgenden Systemen fest, ob sie eine,
keine oder unendlich viele Lésungen haben.

3
i X+3y =2
a) | _
| 2x+6y =3
} 2x+y-z=9
b) i x -z=2
) y+z=5
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3.3

L[]

Uber- und unterbestimmte Gleichungssysteme

Gleichungssysteme, die in der beruflichen Arbeit oder in der Forschuncg
auftreten, haben nicht immer so viele Gleichungen wie Unbekannte. Die
Anzahl unbekannter Grossen ergibt sich aus dem Problem. Die Glei:
chungen hingegen werden aufgrund von bekannten Zusammenhangen
aufgestellt. Inre Anzahl muss nicht mit der Anzahl Unbekannter Gberein:
stimmen.

In diesen Fallen ist es hilfreich, wenn man weiss, ob tUberhaupt Lésun-
gen zu erwarten sind und wenn ja, wie viele. Dazu gibt es einige Faust-
regeln. Die wichtigste stellen wir an den Anfang:

Ein lineares Gleichungssystem mit gleich vielen Gleichungen wie Unbe-
kannten hat im allgemeinen eine einzige Lésung.

Wir sagen dann: Die L6ésung beziehungsweise das System ist eindeutig
bestimmt. Die Beispiele im Kapitel 2 fallen alle unter diese Faustregel.
Sie gilt nicht absolut, sondern nur "im allgemeinen": Es gibt Ausnahmen.
Die bisherigen Beispiele dieses Kapitels haben das illustriert.

Systeme mit unendlich vielen oder keinen Lésungen haben im Normalfall
aber ein anderes Aussehen. Daruber geben die weiteren Faustregeln
Auskunft. Die zweite lautet:

Ein lineares Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Unbekann:
ten hat im allgemeinen unendlich viele Losungen.

Solche Systeme nennen wir unterbestimmt. Betrachten Sie das System

i X-y-z= 3
(11) i

-2X+4y+z=-1

Gehen Sie wie Ublich vor. Lésen Sie zum Beispiel die zweite Gleichung
nach z auf und setzen Sie das Ergebnis in die erste Gleichung ein:

(12) :1

Lésen Sie nun die erste Gleichung nach x auf:
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1 X=3y-2
(13) :‘

zZ=2Xx- 4y-1

Um dieses System zu erfillen, kénnen wir y frei wahlen! Denken Sie sich
unter y irgendeine Zahl. Dann ist nach (13)

Xx=3y-2
und

Z2=2X3y-2)-4y-1
=2y-5
Fur jede Wahl von y erhalten wir eine Lésung. Deshalb haben die aqui-

valenten Systeme (11) (12) (13) unendlich viele Losungen. Wir stellen
diese Losungen ebenfalls als Tripel dar:

(3y-2,y,2y-5) y frei wahlbar

und sprechen von einer Losungsschar. Weil wir y beliebig wéahlen kon-
nen, heisst y Scharparameter.

Dieses Ergebnis ist nicht Gberraschend. Das gegebene System enthalt
gewissermassen eine Unbekannte zuviel! Stellen Sie sich y als beliebig,
aber fest gewabhlt vor, z.B. y = 1. Dann kdnnen Sie (11) als Gleichungs-
system mit zwei Gleichungen fiur die zwei Unbekannten y und z deuten:

i Xx-1-z=-1
1 -2x+4x+z=-1

oder, umgeformt:

Dieses System hat nach der ersten Faustregel vermutlich genau eine
Losung. Weil wir unendlich viele Moglichkeiten haben, y zu wahlen, sind
auch unendlich viele Losungen des urspringlichen Systems zu erwar-
ten.

Nun kommen wir zur letzten Faustregel:
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P

Ein lineares Gleichungssystem mit mehr Gleichungen als Unbekannter
hat im allgemeinen keine Lésung.

Solche Systeme nennen wir auch Uberbestimmt. Wir stellen gewisser-
massen zu viel Information bereit. Da kann es Widerspriche geben.
Nehmen wir das System

.‘r 8x- 11ly= 3
i 13x+ 5y=-18
b 2x- 9y= 10

Nach der ersten Faustregel kdnnen wir vermutlich schon mit den ersten
beiden Gleichungen genau eine Losung berechnen. Das Teilsystem

] 8x-1ly= 3
1 13x+ 5y=-18

hat in der Tat genau eine Lésung: (-1, —1). Es ist jedoch nicht zu erwar-
ten, dass diese "Losung" auch noch die dritte Gleichung 2x — 9y = 10
des Systems erfulllt:

-2+9=10

Sie tut es auch nicht!

Aufgabe 3-4: Untersuchen Sie, ob die folgenden linearen Gleichungs-
systeme LoOsungen haben. Falls es Lésungen gibt, bestimmen Sie
diese.

i X-y+3z=4

3) 1 3x+2y-27=8

.} 8x-11ly= 3
b) i 10x+ 5y=-25
t 4x-18y= 20

.‘r X+2y =1
C) i 4x-3y=-29
t 3x+17y=36
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3.4

Aufgabe 3-5: Bei den folgenden Gleichungssystemen ist die Zahl &
noch nicht bestimmt. Je nachdem, wie gross a ist, kann das System
keine, genau eine Losung oder unendlich viele Lésungen haben.

Fur welche Werte von a gilt welcher Fall?

] Xx+ty=3
a) 1 _

I ax+y=1

.} X+ y+2z=3
b) i 2x+ay+3z=1

t 3x+4y+5z=4

Gleichungssysteme geometrisch betrachtet

Lineare Gleichungssysteme kdnnen genau eine Losung, keine Lésunc
oder unendlich viele Ldsungen haben. Andere Varianten sind
unmaglich.

Wir zeigen lhnen das am Beispiel von Systemen mit zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten. Die Losungen solcher Systeme kdnnen namlick
bildlich sichtbar gemacht werden.

Eine lineare Gleichung wie beispielsweise
1
(14) y= > X-3

hat unendlich viele Losungen. Wir kbnnen diese Losungen durch Punkte
in einem Koordinatensystem darstellen. Diese Punkte bilden eine Ge-
rade. In Figur 1 ist die Gerade dargestellt, die zur Gleichung (14) gehort:

vA

e

Figur 1

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme" 42



Kapitel 3 Nicht jedes Gleichungssystem hat genau eine Lésung!

Damit Sie das Notigste Uber Geraden in einem Koordinatensystem wie-
der auffrischen kdnnen, haben wir zwei Aufgaben bereitgestellt:

des Koordinatensystems? Berechnen Sie die Koordinaten diesel

Aufgabe 3-6: In welchen Punkten schneidet die Gerade g die Achsen
6 Punkte.

rechnen Sie dazu die beiden Punkte, die auf den Achsen liegen.

Aufgabe 3-7: Zeichnen Sie die Gerade zur Gleichung y = -2x + 5. Be:
v

Betrachten Sie nun ein Gleichungssystem der Art, wie wir sie bis jetzi
m behandelt haben:

3x- 6y =18

(15) 6Xx+4y =12

[ ——

Wir l16sen die erste Gleichung nach y auf:
}

(16) i 2
i
|

Ebenso die zweite Gleichung:

i

!

17 .'

(17) r
P YT

Die Lésungen der ersten Gleichung werden durch die Punkte einer Ge-
raden g dargestellt. Der zweiten Gleichung entspricht eine andere Ge-
rade. Wir nennen sie h. In Figur 2 sind beide Geraden dargestellt.
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<\

Figur 2

Nicht nur die Losungen der einzelnen Gleichungen, auch die Lésungen
des Gleichungssystems werden durch Punkte dargestellt. Wo finden wir
sie in der Figur 27?

Wir wissen, dass eine Losung des Systems beide Gleichungen erfullt.
Der Punkt, der diese Losung darstellt, muss also auf beiden Geraden
liegen. Im betrachteten Beispiel schneiden sich die Geraden. Daher stellt
der Schnittpunkt (3, — 1.5) der Geraden die L6sung der aquivalenten
Systeme (15), (16) und (17) dar.

Nun liegt das Ergebnis auf der Hand: Den Gleichungen eines linearen
Gleichungssystems mit zwei Unbekannten entsprechen zwei Geraden ¢
und h. Je nach der gegenseitigen Lage von g und h gibt es drei Félle:

9 h

Figur 3a 3b 3c

(@) Die Geraden schneiden sich wie in Figur 3a. Das entsprechende
Gleichungssystem ist eindeutig I6sbar.

(b) Die Geraden sind parallel und verschieden (siehe Figur 3b). Das
Gleichungssystem ist unlésbar.

(c) Die Geraden fallen zusammen (siehe Figur 3c). Das Gleichungssy-
stem hat unendlich viele Lésungen.
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Die geometrische Veranschaulichung macht also klar, dass es keine li-
nearen Gleichungssysteme geben kann, die zum Beispiel genau zwei
Lésungen haben.

Aufgabe 3-8: Den Gleichungen der folgenden Systeme entsprecher
Geraden einer x-y-Ebene. Sind diese Geraden parallel?

8
j 4x+3y=10
a) 1 _
| 7x+5y=10
i 4x- 3y=15
b) Lo
] 8x- 6y=18

Aufgabe 3-9: Wie viele Lésungen haben die folgenden Systeme? Mii
Hilfe der geometrischen Betrachtungsweise kdnnen Sie auf diese Frage
9 eine Antwort geben, ohne allfallige Losungen zu bestimmen.

] 2x+y=4
3 % X+y=3
8x- 2y =1

b) -4x+y =-1

. ——

1.1x+2.1y=0

[ —

2 6
=X+—y=0
3% 1Y

-

Aufgabe 3-10: Stellen Sie aufgrund der geometrischen Situation fest.
ob die folgenden Systeme l6sbar sind.

10 _} x+y=5

a) i 3x-2y=0
b x-4y=-10
|
i 2X+5y =6

b) i y=3-0.4x
I =x+1=2- =
| 3X 6y
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3.5 Uber "im allgemeinen"

“Im allgemeinen”, "in der Regel", "typischerweise": Woérter! Wie sagt
Goethes Mephistopheles in der Schiilerszene des "Faust"?

»Denn eben, wo Begriffe
fehlen, da stellt ein

Wort zur rechten Zeit
sich ein.«

In der Mathematik trifft man immer wieder Formulierungen mit diesen
Wortern an. Was bedeuten sie eigentlich? Das ist gar nicht so leicht zu
sagen. Wir stellen lhnen hier einen Ansatz vor, ihre Bedeutung zu be-
schreiben. Sie kdnnen mit einer Freundin oder einem Freund ein Spiel
spielen. Sie zeichnen beide eine Gerade auf ein A4-Blatt, ohne dass Sie
einander zuschauen. Dann legen Sie die Blatter Ubereinander und pru-
fen, ob die Geraden parallel oder gar deckungsgleich sind. Wir wetten
darauf, dass weder das eine noch das andere der Fall ist! Geraden sind
eben "im allgemeinen" nicht parallel oder deckungsgleich, weil sie sich
"typischerweise" schneiden!

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme" 46



Kapitel 3 Nicht jedes Gleichungssystem hat genau eine Lésung!

3.6

Lernkontrolle

Losen Sie die Aufgaben der Lernkontrolle B, falls Sie dieses Kapitel zum
zweiten Mal bearbeitet haben.

Lernkontrolle A: Bestimmen Sie die Lésungen der folgenden Glei
chungssysteme.

'} 4x- 6y+ 2z= 6
1) i  2x- 4y+ 3z= 3
t 8x- 15y +10z=12

[ 2x+2y=4
2) i 9x+3y=9
t 5x- y=2

Beurteilen Sie die Losbarkeit des nachstehenden Systems. Nehmen Sie
dazu die geometrische Veranschaulichung der Losungen der einzelnen
Gleichungen zu Hilfe.

'} 4x- 5y =10
3) i 2X+y=-2
i -x+1.25y=1

Melden Sie sich zum Kapiteltest an!

Lernkontrolle B: Geben Sie die Lésungen der beiden Gleichungssy-
steme an:

.} 2X1- Xo +3X3 =1
1) i X1+ 2%y - X3 =2

T - 3X1- Xo - 2X3 =0

4x- 2y-22=-2

2
) -2x+3y-3z= 9

———

Ermitteln Sie die Losbarkeit des folgenden Systems geometrisch.

2x+y=9

i
3 l x-2y=-45
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3.7 Losungen

Aufgabe 3-1
] X=2-3y
Die erste Gleichung nach x auflosen: IT 4=3
.} x =1.25- 0.25y
i 8x+2y=10 Die zweite Gleichung kann nicht erfullt
1 werden!
I Z=-X-6y+8
In die zweite Gleichung einsetzen und b) Das System hat unendlich viele Lo-
umformen: sungen:
t  x=125-02% (2+2,5-2,2) zfrei wahlbar
i 10=10
¥ Z=-x-6y+8 Um das zu sehen, l6sen wir z.B. die

zweite Gleichung nach x auf und set-
Firy = 1 bzw. 5 bzw. -3 ergeben sich zen sie in die erste Gleichung ein:
die angegebenen Tripel.
il. 2Xx+y-z=9
i

Aufgabe 3-2 X - z=2

——"

Von zwei aquivalenten Gleichungssy- y+z =5

stemen habe das eine keine L6sung. .
Dieses Gleichungssystem bezeichnen 1 2X+y-z=9
wir mit (A), das andere mit (B). i X=2+7

Wir zeigen, dass das Gleichungssy- f y+z=5
stem (B) auch keine Lésung hat: Wenn .

das Gleichungssystem (B) eine [ oy+z=5
Loésung hatte, dann miuisste diese i X=2+7

Loésung auch das Gleichungssystem f +7=5
(A) lésen (Definition der Aequivalenz). yrz=
Dies widerspricht  jedoch der ) o _
Voraussetzung, dass das Nun l6sen wir die erste Gleichung nach
Gleichungssystem (A) keine Losung y .auf unq setzen' das.Ergebnls in die
hat. Aus diesem  Widerspruch dritte Gleichung ein. Wir erhalten
schliessen wir, dass das Gleichungs- .
system (B) keine L6ésung hat. } y=s5-z

i x=2+z

Aufgabe 3-3 t s5=5

a) Das System hat keine Losung: Daraus folgt das Resultat: Wir kénnen

_ z beliebig wéhlen und erhalten aus
X+3y =2 diesen Gleichungen eine Lésung.

2x+6y =3

—_———

Wir l6sen die erste Gleichung nach x

auf und setzen in die zweite Gleichung Aufgabe 3-4

ein:
i X=2-3y a) Erste Gleichung nach y auflésen:
|
1 2x+6y=3
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b)

i y=x+3z- 4
1 3x+2y- 27=8

In zweite Gleichung einsetzen:
i y=x+3z- 4
1 sx+4z=16

Zweite Gleichung nach z auflésen:
i y=x+3z-4
i 5
~ Z=4--X
I 4

Das Gleichungssystem hat unendlich
viele Loésungen. x kann beliebig ge-
wahlt werden. Die Lésungen sind

& 11 5 6
éx,8- Zx,4- ng

Beachten Sie: Wenn Sie das Glei-
chungssystem in einer anderen Rei-
henfolge auflésen, erhalten Sie even-
tuell andere Darstellungen fur die glei-
chen Ldsungen und zwar entweder
eine Darstellung mit dem Scharpara-
meter y

a82 4 4 5 4
err 10 e
oder mit dem Scharparameter z
Dritte Gleichung nach x auflésen:
.‘r 8x- 11y =3
i 10x +5y=-25
X =5 +4.5y
In die 1. und 2. Gleichung einsetzen:
‘||. 25y =-37
i 50y=-75
i x=5 +4.5y
Erste Gleichung nach y auflosen:
‘||. y=-1.48
i 50y=-75
{ x =5 +4.5y

In die 2. Gleichung einsetzen:
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-} y=-1.48
i -74=-75
i X =5+ 4.5y

Das Gleichungssystem hat keine LO-
sung.

Erste Gleichung nach x auflésen:
x=1- 2y
4x- 3y =-29
3x+17y =36

———

i
I
In 2. und 3. Gleichung einsetzen:
.‘r x=1- 2y
i -11y=-33
o 11y=33
Zweite Gleichung nach y auflésen:
.} x=1- 2y
i y=3
I _
I 11y =33
In die dritte Gleichung einsetzen:

y=3
33=33

.} x=1- 2y
i
i
|

Das Gleichungssystem hat genau eine
Losung: (-5, 3)

Aufgabe 3-5

a) Wenn a = 1 ist hat das System keine

Ldsung, sonst genau eine.

Gehen Sie wie immer vor! Lésen Sie
z.B. die erste Gleichung nach y auf
und setzen Sie das Ergebnis in die
Zweite ein:

X+y=3

N/

ax+y=1
i y=3- X
{ ax+3- x=1

Wenn Sie die zweite Gleichung verein-
fachen, erhalten Sie das System
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b)

i y=3-Xx

% @a-1x=-2

Nun gibt es zwei Félle:

() a=1:Dann lautet das System
y=3- X y=3- X

dh.
0% =-2 L 0=-2

!
1
I
Das System hat keine Lésung.

(i) at 1: Indiesem Fall kbnnen Sie x
aus der zweiten Gleichung berech-
nen, indem Sie durch (a—1) teilen.
Mit der ersten Gleichung berech-
nen Sie dann y. Das System hat
somit genau eine Loésung.

Ein Hinweis: Die Rechnungen werden
einfacher, wenn man die Gleichung
und die Unbekannte, bei denen der
Parameter a vorkommt, so spat wie
moglich verwendet.

Fur a = 3 hat das System unendlich
viele Losungen; fir a* 3 hingegen ge-
nau eine Losung: (-7, 0, 5)

Die erste Gleichung nach x auflésen:
.‘Il X=3-y-2z
i 2x+ay+3z=1

* 3x+4y +5z2=4

n di

In die 2. und 3. Gleichung einsetzen:

.} X=3-y-2z
i (a-2)y-z=-5
) y-z=-5

Die dritte Gleichung nach z auflésen:

.;l X=3-y-2z
i (a-2)y-z=-5
t Z=y+5

In zweite Gleichung einsetzen:

.‘Il X=3-y-2z
i (a-3y=0
t z=y +5
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Jetzt konnen wir zwei Falle unterschei-
den:

i) at 3: Indiesem Fall hat die zweite
Gleichung nur die Lésung y=0. Die
dritte und die erste Gleichung be-
stimmen z und x eindeutig. Das
Gleichungssystem hat also genau
eine Losung, namlich (-7, 0, 5).

i) a=3: ykann jetzt beliebig gewahlt
werden, also gibt es unendlich
viele Lésungen.

» Fir diejenigen, die diese Lésungen
bestimmt haben, geben wir hier
das Resultat an: Die Losungen ha-
ben die Form

(-7-3y,y,y+5)
oder, wenn Sie einen anderen Weg
beschritten haben:

7 1 8 1 4
XK, -=-=x, =-=x0
€ 3 3'3 39

oder
(8-3z,z-5, 2).

Aufgabe 3-6

Um den Schnittpunkt mit der x-Achse
Zu berechnen setzen wir y = 0. Wir
mussen also die Gleichung

1
0=—x-3
2
nach x auflésen: x = 6. Die Gerade g
schneidet also die x-Achse im Punkt
(610).

Setzen wir x = 0, so ergibt sichy = -3.
g schneidet die y-Achse im Punkt
0[-3).

Aufgabe 3-7

Um den Schnittpunkt mit der x-Achse
zu berechnen setzen wiry = 0. Wir er-
halten: x = 2.5 Die Gerade g schneidet
die x-Achse im Punkt (2.5 | 0).

Setzen wir x = 0, so ergibt sichy =5. g
schneidet die y-Achse im Punkt (0 | 5).
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‘y

Aufgabe 3-8
a) Die Geradengleichungen lauten:
4 10
=- =X +—
3 3
7
=-=X+2
Y 5

7 4
Da - E <- 5 ist, sind die Steigungen

der beiden Geraden verschieden. Die
Geraden schneiden sich.

b) Die Geradengleichungen lauten:

4

=—X-5
Y 3
4

=—x-3
Y 3

Die beiden Geraden haben die ge-
4
meinsame Steigung 5 Sie sind paral-

lel (und verschieden).
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Aufgabe 3-9

genau eine
LOsung

2
. -
1 \\ X
J1

by vl
91 9o
0.5 1
+ + + + + + ——
X
keine Losung
beide Geraden sind
parallel: Steigung 4
c) y
11
genau eine
y=——X 1t Lésung
21 1
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Aufgabe 3-10

a)

genau eine Losung

N,

93

91

keine Losung
alle Geraden sind pa-
rallel: Steigung —0.4

V.

Losungen zur Lernkontrolle 3
Serie A

1) Erste Gleichung nach z auflésen:
il. z=3- 2x+3y
i 2xX-4y+ 3z=3
1 8x- 15y +10z =12
In 2. und 3. Gleichung einsetzen:
i z=3- 2x +3y
i -4x+5y=-6
-12x +15y=-18
Zweite Gleichung nach x auflésen:
z=3- 2x +3y
x=1.5+1.25y
-12x+15y =-18

-

—_—

—_) =
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In dritte Gleichung einsetzen:
i z=3- 2x+3y
i x =1.5 +1.25y
T .18=-18

Das Gleichungssystem hat unendlich

viele Losungen (y ist frei wahlbar).
Losung: ? +E 1.0

Auf andere Art aufgeltst:

Zweite Gleichung nach y auflésen:

-‘r 2x+2y =4
i y=3- 3x
¥ 5x- y=2

In 1. und 3. Gleichung einsetzen:
.‘r -4x=-2
i y=3- 3x

8x=5

Erste Gleichung nach x auflésen:
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.} x=0.5
1 y =3- 3X
8x =5

In zweite und dritte Gleichung ein-
setzen:

Das Gleichungssystem hat keine L6-
sung.

3) y

(@]

Serie B

1) Erste Gleichung nach x, auflosen:

,‘:_ X2=2X1+3X3-1
|' Xl +2X2 - X3 =2
i '3X1'X2' 2X3=0
In 2. und 3. Gleichung einsetzen:
Xo = 2X1+3X3 -1
5X1+5X3 =4
b osx-Bxg =-1

5 — " —

Zweite Gleichung nach x; auflosen:

X2 = 2X1+3X3 -1

D —\——

X1=O.8' X3
b oo -Bxg=-1

In dritte Gleichung einsetzen:
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} X2=2X1+3X3'1
II X1:O.8' X3
4=-1

Das Gleichungssystem hat keine LO-
sung.

2) Erste Gleichung nach z auflésen:

i z=2x-y+1
1 Jox+3y-32=9
In zweite Gleichung einsetzen:
i z=2x-y+1
1 ex+ey=12

Zweite Gleichung nach y auflésen:
i z=2x-y+1

1’ y = 4 X+2

I 3

Das Gleichungssystem hat unendlich
viele Lésungen:
x 4

+2 2 1(.j
éx,3x ,3x- 2

oder:

a3 3 1 6
A L -,y = - 2
&Y 5 5V 2

S8_ .3 o)
é‘22+§’22+4’zg

3 |V

genau eine
Ldsung
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Das Eliminationsverfahren von Gauss

Ubersicht:  Wissenschaftliche und technische Berechnungen werden
heute auf Taschenrechnern oder Computern durchgefuhrt. Diese bieten
der Benutzerin und dem Benutzer meistens eine Reihe von Program
men, mit denen oft vorkommende Rechenaufgaben einfach und schnell
geldst werden kénnen.

Das Auflésen von linearen Gleichungssystemen ist eine solche Aufgabe.
Dazu wird ein Gleichungssystem nicht in der gewohnten Form, sondern
als Zahlenschema eingegeben. Als Resultat liefert der Rechner entwe-
der gerade die Losung oder aber ein Zahlenschema, aus dem die LO-
sungen abgelesen werden kdnnen.

Die maschinelle Auflosung geschieht nicht mit dem Substitutionsverfah-
ren. Deshalb stellen wir Ihnen eine Methode vor, die sich fur die maschi-
nelle Durchfihrung besser eignet: das Eliminationsverfahren.

Auf Computern geht die Auflésung linearer Gleichungssysteme schnell,
um Gréssenordnungen schneller als von Hand. Aber auch sie braucht
Zeit. Wie viel? Oder vielmehr: wie wenig? Das werden wir am Schluss
des Kapitels berechnen.

Lernziele: Nach diesem Kapitel kdnnen Sie ein Gleichungssystem in
ein Zahlenschema umsetzen und umgekehrt. Sie kennen das Elimina
tionsverfahren zur Berechnung von Losungen und kdnnen es an einem
Gleichungssystem oder einem Zahlenschema anwenden. Sie wisser
zudem, wie der Aufwand fir die maschinelle Auflésung berechnet wird.

Zur Geschichte des maschinellen Rechnens

Computer gibt es noch nicht lange. Aber Geréte, die die Arbeit des
Rechnens erleichtern, sind schon seit Menschengedenken in Gebrauch.

Eines der einfachsten ist das Rechenbrett. Um es genau zu sagen: Das
Gerat ist einfach, der Gebrauch hingegen keineswegs. Zum Rechner
setzten sich die Kundigen an ein solches Brett und schoben nach kom:-
plizierten Regeln Steine hin und her. Fur gewo6hnliche Menschen muss
das wie Zauberei ausgesehen haben. Neben dem Rechenbrett ist auch
der Zahlrahmen ein sehr altes Rechenhilfsmittel. Mit ihm werden noch
heute kleine Kinder in die Kunst des Rechnens eingeftihrt. Es gibt sogai
noch Gegenden auf der Erde, in denen die Menschen lieber und
schneller mit einem Z&ahlrahmen rechnen als mit einem Taschenrechner.
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Rechenbrett und Zahlrahmen sind einfache und praktische Hilfsmittel,
aber sie rechnen nicht von selbst. Es hat deshalb schon in der Vergan-
genheit immer wieder Versuche gegeben, das Rechnen ganz einer Ma-
schine zu uberlassen.

So war vor etwa 300 Jahren der Mathematiker und Philosoph Blaise
Pascal damit beschéftigt, eine mechanische Addiermaschine zu kon-
struieren. Sie war im Prinzip den Registrierkassen &hnlich, die noch bis
vor wenigen Jahren Ublich gewesen sind. 150 Jahre spéater entwickelte
der Englander Charles Babbage Ideen flr einen erstaunlich modernen
Rechenapparat. Er sah Speicher vor und die Méglichkeit, Programme
ausfuihren zu lassen. Und das alles mit mechanischen Teilen, also mit
Zahnradern, Stangen und anderen Metallteilen! Babbage verwendete
sein Leben und einen grossen Teil seines Vermogens darauf, diese Ma-
schine zu bauen. Aber er blieb ohne Erfolg. Die mechanische Prazision,
die notig gewesen ware, konnte zu jener Zeit nicht erreicht werden.

Erst seit relativ kurzer Zeit gibt es geeignete Bauteile, um eine Maschine
mit &hnlichen Eigenschaften zu bauen. In Telephonzentralen waren seit
Beginn des Jahrhunderts elektromechanische Schalter, sogenannte
Relais, in Gebrauch. Diese technisch ausgereiften Teile wurden zur Zeit
des zweiten Weltkrieges zum Bau von Computern verwendet.

Bald wurden die Relais durch schnellere Schalter, durch Elektronenrth-
ren, ersetzt. Elektronenréhren waren entwickelt worden, um Radiogeréte
zu bauen. Im Herbst 1945 konnte die Rechenmaschine in Betrieb ge-
nommen werden, die das Computerzeitalter einlautete: die ENIAC. Das
war ein raumfullendes Gerat aus 19000 Elektronenréhren, 1500 Relais
(auf die noch nicht ganz verzichtet werden konnte) und Tausenden von
Widerstanden, Kondensatoren und Spulen.

Zehn Jahre spater, also Mitte der Funfzigerjahre, war die Schweiz eine
Zeitlang fuhrend im Bau von Computern. 1950 wurde an der ETH Zurich
mit dem Bau eines Elektronenrohrenrechners begonnen. Eine Gruppe
von jungen Ingenieuren und Mathematikern entwickelte in den folgenden
Jahren die Elektronische Rechenmaschine der ETH, die ERMETH. Die
Leitung dieses Unternehmens hatte Eduard Stiefel (1909-1978), Profes-
sor fur Mathematik an der ETH Zrich.

Parallel dazu wurden in Stiefels Institut fir Angewandte Mathematik
neue mathematische Methoden entwickelt, um Aufgaben aus den Inge-
nieurwissenschaften zu lésen. So wurden Rechnungen zur Sicherheit
eines Staudammes angestellt, die Verformung einer Eisenbahnbricke
unter Belastung ermittelt, die Schwingung einer Turbine berechnet. Un-
ter anderem mussten fur damalige Verhaltnisse grosse lineare Glei-
chungssysteme geldst werden. Von Stiefel selbst stammt eine Methode,
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die noch immer weltweit benutzt wird. Stiefel war auch der erste, der in
der Schweiz das Eliminationsverfahren bekannt machte, weil es sich fur
die maschinelle Berechnung von Losungen eignet.

Eigentlich hatte die ERMETH 1955 zum 100-jahrigen Jubilaum der ETH
in Betrieb genommen werden sollen. Nur: Die Fertigstellung verzégerte
sich. Man hatte die Grosse der Aufgabe unterschatzt! Die ERMETH
rechnete 11-stellig genau und war damals einer der schnellsten und am
leichtesten bedienbaren Computer. ,Am leichtesten* bedienbar, aber
beileibe nicht ,leicht®!

Und heute rechnet Ihr Taschenrechner 12-stellig und vollfihrt die tollsten
Rechenkunststiicke auf Knopfdruck. Zum Beispiel die Auflésung eines
linearen Gleichungssystems.

Was liefert der Rechner?

Wir haben es bereits erwéhnt: Das Auflésen eines linearen Gleichungs:
systems ist eine Arbeit, die heutzutage von Rechnern durchgefihrt wird.
Stellen Sie sich vor, Sie stehen als Ingenieurin oder als Biologe vor ei-
nem Problem, das Sie mit linearen Gleichungssystemen I6sen kdnnen.
Dann werden Sie die notigen Rechnungen auf einem Computer durch-
fuhren.

Bei der Benutzung von Rechnern ist man bemuht, mit mdglichst wenig
Angaben durchzukommen. Deshalb wird ein Gleichungssystem in der
Form eines Zahlenschemas angegeben. Das Gleichungssystem

} X1 +3X5+2X3 = 5
(1) i -2% +2X,- X3= 1
f =Xt Xp- Xg=-2

beispielsweise wird auf das folgende Schema reduziert:

13 2|5
() -2 2 -1 1
-1 01 -1]-2

Ein solches Schema, bei dem Zahlen in Zeilen und Spalten angeordne
sind, nennen wir auch eine Matrix. Die Bedeutung der Zahlen ist in un-
serem Fall klar:
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Die Zeilen entsprechen den einzelnen Gleichungen. Bei den Zahlen
handelt es sich um die Faktoren, mit denen die Unbekannten multipliziert
werden bzw. um die rechten Seiten der Gleichungen. Die Faktoren, mit
denen die Unbekannten in einem linearen Gleichungssystem multipliziert
werden, nennen wir auch Koeffizienten.

Bei der Benltzung eines Rechners gehen wir meist auf folgende Weise
vor: Zuerst setzen wir das Gleichungssystem in ein Zahlenschema um.
Dieses Schema geben wir dem Rechner ein. Wir erhalten als Resultat
ein neues Schema, das wir wieder als Gleichungssystem interpretieren.
Aus diesem &aquivalenten, aber einfacheren System kénnen wir die L6-
sungen dann leicht ermitteln.

Wir haben zum Beispiel das Schema (2) in unseren Rechner eingege-
ben und das folgende Resultat erhalten:

1 3 2 5
3) 0 1 0375]|1.375
00 1 5

Es entspricht dem Gleichungssystem

b X +3xp + 2X3=5
4) i X, +0.375X3 =1.375
1 X3 =5

Dieses System hat genau eine Losung. Wir kdbnnen sie durch Einsetzen
berechnen. Sie lautet (- 3.5, — 0.5, 5).

Oft bieten Rechner ein Programm an, das die Losung direkt liefert. Man
tippt das Zahlenschema ein und erhalt die Loésungszahlen zurlick. Das
ist jedoch nur dann mdglich, wenn das System genau eine Losung hat.

Aufgabe 4-1: Die folgenden Systeme sollen mit dem Rechner aufgelost
werden. Welches Zahlenschema muss jeweils angegeben werden?

-2.4%x,-  3.9%x, +  4x3=4.63 : X +5X5 - 2X5 =1
6.94x, +2.756x, - 5.1x3=12.9 b) i X +3x3 =1
-1.1x, + 4.61x, +6.58x3=- 3 bo2x +5x,+ xg3=1

]
!
a) i
¥
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Aufgabe 4-2: FUr die Gleichungssysteme von Aufgabe 4-1 liefert ein
Rechner die angegebenen Resultate. Bestimmen Sie aufgrund diesetl
Zahlenschemata die Losungen der zugehdrigen Gleichungssysteme.

X1 X X3 X1 %X X3

a) 1 0.397 -0.735| 1.859 b) 1 25 05| 05
0 1 1.144 |-0.189 0 1 -1 -0.2
0 0 1|/ 1.522 0 0 0 1

(Damit die Bedeutung der Zahlen unmissverstandlich ist, schreiben wir
oft die entsprechenden Unbekannten tber die Spalten. Diese Symbole
gehdren aber nicht zum Schema.)

Sie lernen das Eliminationsverfahren kennen

Das Vorgehen beim Elimininationsverfahren ist ein ganz ahnliches wie
beim Substitutionsverfahren. Wir erzeugen aus einem Ausgangssystem
eine Reihe von aquivalenten Systemen. Wir formen so lange um, bis ein
einfaches Endsystem entstanden ist, bei dem wir die Lésungen ablesen
kénnen.

Beim Eliminationsverfahren werden wir eine neue Umformungsregel
verwenden: Die Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer an-
deren. Wir mochten Ihnen diese Regel an einem Beispiel erlautern. Be-
trachten Sie das Gleichungssystem

] 3x+2y=8
) L _
i 5x-3y=-31

Daraus kdnnen wir ein neues System bilden, indem wir zur zweiten Glei-
chung z.B. das Zweifache der ersten Gleichung addieren. Wir addieren
beide Seiten separat: Wir zéhlen das Zweifache von 3x+2y zur linken
Seite der zweiten Gleichung hinzu und das Zweifache von 8 zu —31.:

i 3x+2y=8
(6) f

5x- 3y +2X3x+2y) =- 31+ 2>8
Diese Umformung fuhrt zu einem aquivalenten Gleichungssystem.

Aufgabe 4-3: Weisen Sie nach, dass die Systeme (5) und (6) aquivalent
sind.
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Werfen wir nochmals einen Blick auf das System (6). Wenn wir die die
zweite Gleichung vereinfachen, so erhalten wir das aquivalente System

| 3x+2y= 8
(7) 1 _
I 1llx+ y=-15

Der Ubergang von (5) zu (7) bringt allerdings keinen sichtbaren Nutzen.
Aber die Grundidee ist gut, sie lasst sich kultivieren!

Aufgabe 4-4: Versuchen Sie die beiden folgenden Systeme mit Hilfe
der neuen Umformungsregel aufzulésen.

X+2y =- b i 3x+9y=-3
) 6Xx-2y= 4

N

Sie haben sich selbst Uberzeugen kdnnen, dass diese neue Umformung
zur Auflésung von Gleichungssystemen beitragen kann. Damit kennen
Sie das Prinzip des Eliminationsverfahrens. Fassen wir es kurz zusam-
men, bevor wir uns an grossere Systeme wagen:

Addieren wir zu einer Gleichung ein geeignetes Vielfaches einer ande-
ren, so kénnen wir erreichen, dass eine Unbekannte wegféllt. Man sagl
dann, sie sei eliminiert worden. Dadurch wird das System einfacher! Aui
dieser Idee beruht das Eliminationsverfahren und deshalb tragt es auch
diesen Namen.

Wenn von Hand gerechnet werden muss, ist es bequem, Briche zu
vermeiden und stattdessen grossere ganze Zahlen in Kauf zu nehmen
Nehmen Sie nochmals das Beispiel (5):

] 3x+2y=8
IT 5x- 3y=-31
Wir wollen in der zweiten Gleichung die Unbekannte x eliminieren. Zu

diesem Zweck kénnten wir das (- %)-fache der ersten Gleichung hinzu-

zahlen. Wir erreichen das Ziel auch anders: Wir multiplizieren die erste
Gleichung mit 5 und parallel dazu die zweite Gleichung mit 3, oder noch
praktischer mit —3. So erhalten wir das aquivalente System

] 15x+10y =40
% -15x+ 9y =93

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme* 59



Kapitel 4 Das Eliminationsverfahren von Gauss

<o |\

O :

Nun brauchen wir nur die erste Gleichung zur zweiten zu addieren. Dann
enthalt die zweite Gleichung die Unbekannte x nicht mehr:

] 15x +10y = 40
{ 19y =133

Daraus ergibt sichy =7 und x = -2.

Dieses Vorgehen wird manchmal als Additionsverfahren bezeichnet. Wir
machen aber keinen Unterschied zwischen dem Eliminations- und dem
Additionsverfahren.

Aufgabe 4-5: Ldsen Sie das folgende Gleichungssystem mit dem Elimi:
nationsverfahren auf:

Das Eliminationsverfahren fur grossere Systeme

Wie das Substitutionsverfahren ist auch das Eliminationsverfahren im
Kern sehr alt. Beide Verfahren sind ja auch eng verwandt. Schon im chi:
nesischen Rechenbuch "Chiu Chang Suan Shu" werden lineare Glei-
chungssysteme im Prinzip mit der Eliminationsmethode aufgeldst. Das
war vor etwa 2000 Jahren. Auch spatmittelalterliche Rechenmeister wie
Johannes Buteo (geboren 1492) verwendeten manchmal diese Methode
bei ihren Rechnungen. Zugeschrieben wird das Verfahren jedoch dem
grossen Mathematiker Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Das Prinzip des Eliminationsverfahrens haben Sie kennen gelernt. Der
Schritt zu grosseren Systemen ist nicht schwierig. Um ein beliebiges Sy-
stem aufzulésen, empfiehlt es sich aber, nach einem genauen Plan vor-
zugehen. Ein solches planmassiges Vorgehen wird auch Algorithmus
genannt. Wir zeigen lhnen den Algorithmus des Eliminationsverfahrens
zuerst einmal auf schematische Art, damit Sie wissen, wohin die Rech-
nungen fuhren sollen.

Nehmen wir zur lllustration das System

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme* 60



Kapitel 4 Das Eliminationsverfahren von Gauss

X X +*Xg Xy =
X+ Xp +¥Xg +* Xy =*

—_—— —

(8)

X+ Xy FXg +* Xy =F
T "X+ Xy +*Xg X, =

Die Sternchen bedeuten irgendwelche Zahlen. Beginnen wir gleich mit
dem Ende. Nehmen wir an, es gelingt, das System durch Umformen in
ein &quivalentes System von folgender Form zu bringen (Wieder
bezeichnen die Sternchen gewisse, wahrscheinlich andere Zahlen):

T "X+ Xy +*Xg +¥ X, =7

T * * —

! Xp +*Xg+¥ Xy =¥
(©)

*X3 4% X, = *
*X4 —*

Dieses Gleichungssystem hat die fur die Eliminationsmethode typische
Dreiecksform. Jede Gleichung enthalt eine Unbekannte weniger als die
vorhergehende.

Aus einem System in Dreiecksform lasst sich die Losung leicht bestim-
men. Beim System (9) lesen wir den Wert von x4 aus der vierten Glei-

chung ab. Dann setzen wir das Resultat in die dritte Gleichung ein und
berechnen x3. In der gleichen Weise erhalten wir aus der zweiten Glei-
chung x» und schliesslich aus der ersten Gleichung x;. Diesen Vorgang
nennen wir Auflosen durch Rickwartseinsetzen.

Um von einem System der Form (8) zu einem System der Form (9) zu
kommen, gehen wir in drei Hauptschritten vor.

1. Im ersten Gauss-Schritt ist es unser Ziel, die erste Unbekannte x; aus
der zweiten, dritten und vierten Gleichung zu eliminieren:

i *X1+*X2+*X3 +*X4:*
T *X2 +*X3 +*X4 — %
*X2 +*X3 + *X4 —%
*X2 +*X3 +*X4 —%

Die erste Unbekannte kommt jetzt nur noch in der ersten Gleichung
Vor.

2. Im zweiten Gauss-Schritt kimmern wir uns um die zweite Unbe-
kannte. Wir eliminieren sie aus der dritten und vierten Gleichung:
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T Xt Xy M Xg +r Xy =
T *XZ +*X3 +*X4 —*
*X3 +*X4 —*
*X3 +*X4 —*

Die ersten zwei Unbekannten kommen jetzt nur noch in den ersten
beiden Gleichungen vor.

3. Im dritten und letzten Gauss-Schritt betrachten wir die dritte Unbe-
kannte und eliminieren Sie aus der letzten Gleichung. Damit ist die
Dreiecksform erreicht und wir kdnnen mit Rickwartseinsetzen die L6-
sung bestimmen.

Aufgabe 4-6: Beschreiten Sie den gerade geschilderten Weg selbst
Versuchen Sie das folgende System mit dem Eliminationsverfahren aut
6 Dreiecksform zu bringen. Lesen Sie dann die Losungen durch Ruck:
wartseinsetzen ab.

X;+2X5 +2X3 = -4
2%y +4X5 +5X3 = -9
'3X1' 3X2 +6X3 =-9

—— — ——

Aufgabe 4-7: Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme mit dem
Eliminationsverfahren:

X1+X2+ X3='1

—_—

a) X1- Xo+ X3 =3
t 2X, +3X3 =-4
i 3
X+ =X+ X3= 3
i 17 5%2 3
b) | 1
i 2Xq+ 2%y - =X3= 7
: 3
5
' + =X, - =1
; 3% 2x2 X3
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Das Eliminationsverfahren bei Zahlenschemata

Fur die maschinelle Rechnung wird der Ldsungsalgorithmus, also das
Eliminationsverfahren, auf die Zahlenschemata Utbertragen. Wir fuhren
Ihnen das an einem Beispiel vor. Wir schreiben das System und das
ihm entsprechende Zahlenschema gerade nebeneinander.

} 2X1- Xp +3X3=-4 2 -1 3|-4
(10) i -Xt+ Xp+2x3=-3 -1 1 2|-3
b -4+ 3x,- 3x3= 6 -4 3 -3| 6

Im ersten Gauss-Schritt wird die erste Unbekannte aus der zweiten und
dritten Gleichung eliminiert. Zuvor machen wir den Koeffizienten der er-
sten Unbekannten in der ersten Gleichung zu Eins. Anders gesagt: Wir
normieren die erste Gleichung. Dazu dividieren wir diese Gleichung
durch 2. Wir erhalten das folgende System bzw. Zahlenschema:

] Xp- 05X, +1.5x3=-2 1 -05 15]-2
(11) |  -Xg+ Xo+ 2X3=-3 11 2/-3
I -ax,+ 3x,- 3x3= 6 -4 3 -3/ 86

Betrachten wir einmal nur die beiden Schemata. Wir kbnnen aus dem
Schema (10) direkt das Schema (11) erhalten, indem wir jede Zahl der
ersten Zeile durch 2 teilen. Wir sagen auch: indem wir die erste Zeile
durch 2 teilen.

Nun sorgen wir dafiir, dass die Unbekannte x1 zuerst aus der zweiten
Gleichung verschwindet. Dazu addieren wir die erste Gleichung zur
zweiten. Das ergibt das nachstehende System, dem wir wieder das ent-
sprechende Zahlenschema beiftigen.

} X1- 0.5X, +1.5%3 =-2 1 -05 15|-2
(12) i 0.5%, +3.5X3 =- 5 0 05 35|-5
to-4xy+ 3x,- 3x3=6 -4 3 -3| 6

Wie gelangen wir hier direkt vom Schema (11) zum Schema (12)? Wir
konnen die Rechnung, die wir mit den Gleichungen durchfuhren, auf die
Zeilen der Schemata Ubertragen. Statt die erste Gleichung zur zweiten
zu addieren, zahlen wir die erste Zeile des Schemas zur zweiten hinzu:
Wir addieren zu jeder Zahl der zweiten Zeile die entsprechende Zahl aus
der ersten Zeile.

Fuhren wir den ersten Gauss-Schritt zu Ende. Die erste Unbekannte
entfallt auch in der dritten Gleichung, wenn wir das Vierfache der ersten
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Gleichung dazuzahlen. Im Schema addieren wir das Vierfache der er-
sten Zeile zur dritten:

1 -05 1.5 -2
0 0.5 3.5 -5
-4+4 3+4%-0.5) -3+4x.5|6+4x-2)

Durch Ausrechnen erhalten wir das Schema bzw. das Gleichungssystem

b Xy~ 0.5, +1.5%5 =-2 1-05 15/[-2
13) i 0.5%, +3.5x5 =- 5 0 05 35|-5
1 X, + 3Xg=-2 0 1 3|-2

Aufgabe 4-8: LoOsen Sie das System (13) fertig auf, indem Sie die
Rechnungen am Schema durchfihren und dieses Schema aui
Dreiecksform bringen.

Aufgabe 4-9: Lo6sen Sie die folgenden Gleichungssysteme, indem Sie
das Eliminationsverfahren an den entsprechenden Zahlenschemata
durchfihren:

}o2xp- Xp+4x3=6 : 2%y +2%5 =-1
a i Xg+3Xy- X3=6 b) 1 2x;+4X; +5%3=-9

{ 5x.- 2x, +5x5 =4 b - 3x.- 3x, +6%3 =-9
Aufwand

Wie schnell geht die Auflosung von Gleichungssystemen mit dem Elimi-
nationsverfahren auf modernen Computern?

Um diese Frage zu beantworten, zdhlen wir die Anzahl der Multiplikatio:
nen und Divisionen, die bei der Gauss-Umformung von Matrizen ausge:
fuhrt werden mussen.

Multiplikationen und Divisionen heissen in diesem Zusammenhang we:
sentliche Operationen. Die Additionen bzw. Subtraktionen vernachlassi-
gen wir. Das wird beim Berechnen des Aufwandes haufig so gemacht:
Im Vergleich zu den anderen Operationen werden Additionen und Sub:
traktionen auf Computern so schnell durchgefiihrt, dass sie meist nicht
sehr ins Gewicht fallen.
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Betrachten wir das Schema eines Gleichungssystems mit 4 Gleichungen
und 4 Unbekannten. Die Sterne stehen wieder fur irgendwelche Zahlen.

* * * * *
* * * * *
* * * * *
* * * * *

Der erste Schritt besteht darin, den Koeffizienten der ersten Unbekann-
ten in der ersten Zeile zu Eins zu machen. Die erste Zeile muss also
durch diese Zahl geteilt werden. Dazu sind 4 Divisionen nétig, denn die
erste Zahl muss nicht berechnet werden, sie ist 1. Diese Rechnung fihrt
auf ein Schema von folgender Art:

X1 Xy, Xg Xy

1 * * * *
* * * * *
* * * * *
* * * * *

Im nachsten Schritt wird der Koeffizient der ersten Unbekannten in der
zweiten Gleichung zu Null gemacht. Dazu wird ein geeignetes
Vielfaches der ersten Zeile zur zweiten Zeile hinzugezahlt. Fir diese
Rechnung werden vier Additionen und vier Multiplikationen gebraucht.
Die vier Additionen werden verabredungsgemass nicht gezahilt.

Aufgabe 4-10: Machen Sie sich, wenn nétig, ein eigenes Beispiel mit
Zahlenwerten und priufen Sie die obige Aufwandberechnung nach.

Fir die Elimination der ersten Unbekannten aus der dritten und vierten
Gleichung sind ebenfalls je 4 Multiplikationen nétig. Insgesamt muissen
also 4-4 = 16 wesentliche Operationen ausgefuhrt werden, um das
Schema in die Form

X1 Xy X3 Xy

1 * * * *
(14) 0 * * * *

O * * * *

0 * * * *
zu bringen.

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme* 65



Kapitel 4 Das Eliminationsverfahren von Gauss

Wie viele wesentliche Operationen sind fiir den ersten Gauss-Schritt n6-
tig, wenn wir 3, 5, 8, 22 oder n Gleichungen mit ebenso vielen Unbe-
kannten vorfinden?

Bei n Gleichungen mit n Unbekannten erfordert der (erste) Gauss-
Schritt n2 wesentliche Operationen.

Verfolgen wir unser Beispiel weiter. Wir bertcksichtigen jetzt nur noch
die zweite, dritte und vierte Gleichung mit den Unbekannten x,, x3 und
X4. Diese Gleichungen bilden ein sogenanntes Subsystem zum System
(14). Das zugehdrige Teilschema sieht so aus:

Xy Xz X4

* * * | *
* * * | x
* * * | x

Jetzt wenden wir das Eliminationsverfahren auf dieses Teilschema an.
Das erfordert 32 wesentliche Operationen, denn wir fihren den gleichen
Prozess durch wie vorhin, nur mit einem kleineren System. Wir erhalten
ein Schema der Gestalt

Xy Xz X4

1 * * | *
0 * * | *
0 * * | *

Die Anwendung des Verfahrens auf das Subsystem mit den Unbekann-
ten x3 und x4 erfordert 22 wesentliche Operationen und fiihrt zu einem
Schema der Art

Xq X4
1 *| *
0 * | *

Das letzte Teilschema besteht aus einer einzigen Gleichung mit einer
Unbekannten. Der letzte Schritt erfordert somit noch 1 Division (1=12)
und das Ergebnis ist von der Form

X4

1] *
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Die entsprechende Gleichung lautet:
X4 =%

Wir zahlen die Multiplikationen fur die abschliessende Berechnung der
Ubrigen Unbekannten nicht. Der Aufwand daflr fallt nicht ins Gewicht,
wenn wir ihn mit dem Aufwand vergleichen, die Dreiecksform herzustel-
len.

So gerechnet, sind fur die Auflésung eines linearen Systems von 4 Glei-
chungen mit 4 Unbekannten also 42 + 32 + 22 + 12 = 30 wesentliche
Operationen notig. Analog finden wir fur die Zahl N der wesentlichen
Operationen bei n Gleichungen und n Unbekannten:

N =12+22+32+42+52+ ... +n2

Aus der Tabelle kdnnen Sie den Wert dieser Summe flr verschiedene n

entnehmen. Die Tabelle lasst vermuten, dass die Zahl N fir grosse n
3

.. n .
etwa wie 3— anwachst:

n Anzahl wesentlicher n Anzahl wesentlicher
Operationen N Operationen N
1 1 10 385
2 5 20 2870
3 14 30 9455
4 30 50 4.3-104
5 55 102 3.4-10°
6 91 103 3.3:108
7 140 104 3.3.1011
8 204 10° 3.3-1014
9 285 106 3.3:10%7

Eine der ersten Rechenmaschinen, die Z4 von Konrad Zuse, bendtigte
fur eine wesentliche Operation etwa 3 Sekunden. Fir die Behandlung
eines Systems mit 8 Gleichungen und 8 Unbekannten nach Gauss hatte
sie demnach etwa 3-:204 Sekunden gerechnet; das heisst rund 10 Minu-
ten!

Heutige Supercomputer kdnnen etwa 1010, also 10'‘000 Millionen we-
sentliche Operationen pro Sekunde durchfihren. Ein solcher Rechner
kann daher ein System von 1000 Gleichungen mit 1000 Unbekannten in
etwa 3 Hundertstelsekunden auflosen. Das ist imposant. Bei vielen
technischen Anwendungen treten allerdings noch viel grossere Systeme
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4.7

(

auf. Fur gute computertomographische Bilder beispielsweise hat man
Systeme mit einer Million Unbekannten. Mit dem Gauss-Verfahren
wirde selbst ein Supercomputer fur ein einziges Bild Gber ein Jahr Re-
chenzeit brauchen! Viele dieser grossen Gleichungssysteme sind aber
von spezieller Art. Deshalb kénnen zu ihrer Auflésung andere,
schnellere Verfahren eingesetzt werden.

Lernkontrolle

1. Losen Sie das folgende Gleichungssystem mit dem Eliminations:

verfahren.
: Xy +2Xg =7
X+ X3 =2
i 2% X5 =3

2. Lo6sen Sie das Gleichungssystem, das durch das nachstehende
Schema gegeben ist. Fuhren Sie dabei die Umformungen am
Zahlenschema durch.

X; X, X5 X4

O 1 2 -1 1

1 -2 3 -1 2
0O 0 3 2|-2
0O 0 4 3|1

3. Bestimmen Sie mit dem Eliminationsverfahren die Losungen des
Systems mit dem folgenden Schema:

X1 X X3
2 1 -3 |1
3 2 513

Haben Sie diese drei Aufgaben richtig geldst? Dann kdnnen Sie sich
zum Kapiteltest anmelden. Sonst empfehlen wir lhnen, die kritischen
Abschnitte nochmals durchzuarbeiten!
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4.8 LOsungen
Aufgabe 4-1

a) -24 -39 4463
6.94 2756 -5.1|12.9
-1.1 461 658 | -3

b)

o0 O O

Aufgabe 4-2
a) Die Losung lautet gerundet:
(3.744, -1.930, 1.522)

Diese Werte erhalten wir aus den Glei-
chungen durch sukzessives Einsetzen:

X; = 1.522

X, +1.144X1.522 = - 0.189

also x, @ 1.930

X, + 0.397 X-1.930) - 0.735x1.522= 1.859
also x, @ 3.744

b) Dieses Gleichungssystem hat keine
Losung. Die letzte Zeile entspricht der
Gleichung 0 = 1, die nie erflllt werden
kann.

Aufgabe 4-3
Betrachten wir x und y als Zahlen, die
das System (5) erfillen. Erfillen Sie
dann auch das System (6)?
Problematisch ist nur die zweite Glei-
chung. Nach Voraussetzung erfiillen x
und y die Gleichung:
5bx -3y = =31

Sie erflllen auch die Gleichung, bei
der auf beiden Seiten der Ausdruck 2-8
hinzugezahlt worden ist:

5x -3y +2:8 = -31+28
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Die 8 auf der linken Seite kénnen wir
ohne Schaden durch 3x + 2y ersetzen.
Die beiden Ausdriicke stimmen wegen
der ersten Gleichung von (1) Uberein.
Also erfillen x und y auch die Glei-
chung

5x -3y +2(3x +2y) = -31+2-8

das heisst die zweite Gleichung von
System (6).

Nehmen wir nun an, dass x und y Zah-
len sind, die das System (6) erfullen.
Wir kénnen den obigen Weg Schritt fur
Schritt rickwarts gehen und sehen,
dass x und y dann auch das System
(5) erfllen.

Damit ist die Aquivalenz bewiesen.

Aufgabe 4-4

Haben Sie noch keine Idee? Dann be-
trachten Sie, bevor Sie die Lésung
konsultieren, einmal dieses System:

Was konnen Sie hier durch Addition
der ersten zur zweiten Gleichung ge-
winnen? Versuchen Sie das gleiche
bei den Aufgaben a) und b) zu
erreichen!

Die Losung lautet (-3,1)

Wir wéhlen das Vielfache so, dass bei
der zZweiten Gleichung die
Summanden mit x wegfallen: Wir
addieren das b5-fache der ersten
Gleichung zur zweiten:

Xx+2y=-1

!
1 Jsx+ y +5(x+2y)=16+5(- 1)
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Durch Vereinfachen entsteht das
System:

j X+2y=-1

{ 11y =11

Die zweite Gleichung enthéalt die Unbe-
kannte x nicht mehr. Jetzt kann die Lo-
sung ermittelt werden.

b) Das System hat die Losung ( 0.5, —0.5)

Hier werden wir das (—2)-fache der er-
sten Gleichung zur zweiten hinzuzah-
len, denn (-2)-3x ist gleich —6x; also:

i 3x+9y =-3
1 6x- 2y- 2x3x+9y) = 4- 2x-3)

Daraus erhalten wir durch Vereinfa-
chen ein System, das dann schnell
aufgeldst ist:

Aufgabe 4-5
Das System hat die Lésung (— 31,-19).

j -2X+3y =5
{ 3x-5y=2

Multiplizieren wir zuerst die erste Glei-
chung mit 3, die zweite hingegen mit 2.
Dann erhalten wir das System
j -6x+ 9y=15
1 ex-10y= 4

Jetzt addieren wir die erste zur zweiten
Gleichung. Das ergibt das System

-6x+9y =15

!
} -y =19
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Aufgabe 4-6

—_— ——

—

Die Losung lautet ( 4, -3, —1)

b -3x,-3x, +6x3=-9
1 2 3

Im ersten Gauss-Schritt addieren wir
das (-2)-fache der ersten Zeile zur
zweiten und das 3-fache zur dritten.
Wir erhalten

X+ 2%, +2X; = -4
2%+ 4X, + 5X5 - 2(X, + 2X, + 2X3) =-9- 2(-4)
-3X; - 3X, +6X5 +3(X; +2X, +2X3)= -9 +3(- 4)

und, nachdem wir vereinfacht haben,

I ax,+12x5=-21

Aus diesem System sind die Lésungen
bereits ablesbar. Wenn wir wollen,
kénnen wir noch die beiden unteren
Gleichungen vertauschen und erhalten
eine ,richtige” Dreiecksform:

1 X3:'1

Ruckwartseinsetzen ergibt

X3 ='1
3X, +12X-1)=-21,also x, =-3
X1+2%-3)+2X-1) =-4,also x;=4
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Aufgabe 4-7

a)

b)

Dreiecksform:

P Xt X +Xg =-1
i

t X3 = 0
Losung: (1,—2,0)

Wir addieren das (—1)-fache der ersten
zur zweiten Gleichung. Wir kénnen
auch sagen: Wir substrahieren die er-
ste von der zweiten Gleichung. Das
ergibt das System

Nun addieren wir die zweite Gleichung
zur dritten und erhalten:

=-1

[ —.
X
[
+
X
N
=+
x
w
|

1 3X; = 0

Noch eine kleine ,Verschoénerung“ und
wir erhalten die angegebene Dreiecks-
form.

Durch RuUckwartseinsetzen kommen
wir rasch zur Lésung:

X3 = 0
X2 =‘2
X;+ (-2)+0=-1 also x;=1

Dreiecksform:

i 1 1
I 2 3
|

Losung: (1, 2,-3)

Es ist empfehlenswert, zuerst die erste
Gleichung mit —2, die zweite mit 3 und
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die dritte Gleichung mit 2 zu
multiplizieren. So kommen wir ums
Bruchrechnen herum:

! -6X; - 3X, - 2X3 =-6
b 6x, +5x, - 2x5 =22
1 2 3

Nun addieren wir die erste Gleichung
zur zweiten und zur dritten und erhal-
ten das System

.i. = 6X1 = 3X2 = 2X3 = - 6

Dann multiplizieren wir die zweite Glei-
chung mit 2, die dritte mit (-3) und er-
halten

.\I. - 6X1 - 3X2 - 2X3 = - 6
| - X, +12X5 = - 48

Wir brauchen jetzt nur noch die zweite
zur dritten Gleichung zu addieren und
erhalten eine Dreiecksform:

! -6X - 3X, - 2X3 = -6
6x, - 6x3= 30

——r —

Mit Ruckwaéartseinsetzen ermitteln wir
die Losungen:

X3 = -3
6x, - 6%-3)= 30
X, =2
-6X,-3X2-2X-3)= -6
X;=1
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Aufgabe 4-8
Die Loésung ist (3, 4, -2).

X1 X X3
1 -05 15|-2

0O 05 35|-5
0 1 3]-2

Im zweiten Eliminations-Schritt wird
zuerst der Koeffizient der zweiten Un-
bekannten in der zweiten Gleichung zu
1 gemacht. Wir dividieren also die
zweite Gleichung durch 0.5. Im
Schema dividieren wir die zweite Zeile
durch 0.5:

X1 X X3

1 -05 15| -2
05 35| -5

05 05|05
0 1 3| -2

Indem wir die Divisionen ausfiihren,
erhalten wir

X1 X X

1 -05 15| -2
0 1 7/-10
0 1 3] -2

Nun substrahieren wir die zweite Glei-
chung von der dritten:

X1 X 00X

1 -05 15| -2
0 1 7/-10
0 0 -4 8

Wir schliessen das Eliminationsverfah-
ren ab, indem wir die dritte Gleichung
durch —4 teilen:
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1 -05 15| -2
-10
0 0 1] -2

Jetzt kénnen wir die Lésung durch
Rickwartseinsetzen bestimmen:

X3:'2
X +7%-2)=-10, also x, =4
X;- 054 +15%-2)=-2, also x; =3

Aufgabe 4-9

a) Die Losung ist (-0.5, 3, 2.5)

X1 Xy Xz

2 -1 4|6
1 3 -1|6
5 -2 5|14

Vertauschen wir zuerst die erste mit
der zweiten Gleichung. Dann muissen
wir die erste Zeile nicht durch 2 teilen.

X; X, Xg
1 3 -1|6
2 -1 4|6
5 -2 5|4

Nun zahlen wir das (-2)-fache der er-
sten Zeile zur zweiten und das (-5)-
fache zur dritten Zeile:

X1 X, Xg
1 3 -1 6
0O -7 6| -6
0 -17 10| -26

Anschliessend teilen wir die zweite
Gleichung durch —7 und z&hlen das
17-fache des Resultats zur dritten
Zeile. Wir erhalten:
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X1 Xy X3

1 3 -1 6
6 6

01 --| =
7 7
32 80

00 -=|.=
7 7

Wir teilen noch die dritte Gleichung

32
durch - —:
7

Xy Xz X3
13 -1/ 6
6 6
0O 1 -=-| =
7 7
0 0 1]/ 25
und ermitteln die Loésungen:
X3 =25
6 6
Xo- = R5=—
7 7
Xo = 3
X1+3x3-125=6
X1: -0.5

b) Als Lésung erhalten wir ( -2.5, 1.5, -2

X1 Xy X3

0 2 2| -1
2 4 5|-9
-3 -3 6/|-9

Weil die erste Unbekannte in der er-
sten Gleichung nicht vorkommt, ver-
tauschen wir sie zum Beispiel mit der
zweiten Gleichung:

X1 Xy X3
5| -9
2 -1
-3 -3 6/|-9
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Hier teilen wir die erste Gleichung
durch 2 und addieren das Dreifache
zur dritten Gleichung. Wir erhalten:

0 3 135)|-225

Nun gilt es die zweite Gleichung durch
2 zu teilen und das (-3)-fache zur drit-
ten Gleichung zu addieren. Das flhrt
zum Schema

1 2 25]|-45
0 1 1|-05
0 0 105| -22

und daraus
X1 Xy X3
1 2 25]|-45
0 1 1|-0.5
00 1 -2

Nebenbei bemerkt: Die Beispiele sind
natirlich mit Sorgfalt so gewahlt, dass
die Rechnungen und die Losungen
nicht allzu kompliziert werden. Das
Rechnen mit beliebigen Zahlen kdnnen
wir getrost den Computern Uberlassen.

Zuriick zur Aufgabe: Wir missen noch
die Losungen berechnen. Also:

X3 =-2
X,-2=-05

X,=1.5
X;+2%X.5+25%-2)=-45
X, =-2.5
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Aufgabe 4-10
Wir machen folgendes Beispiel:

X| Xy Xg Xg4
1 -3 2 8]-5
4 2 -2 4|1

Zur zweiten Zeile soll das Vierfache
der ersten Zeile addiert werden. Das
Ergebnis in der ersten Spalte ist Null.
Es muss nicht berechnet werden.

In der zweiten Spalte fuhren wir fol-
gende Rechnung durch:

2 +(-4)(-3)
Dafir braucht es eine Addition und
eine Multiplikation. Auf dieselbe Art
rechnen wir in den drei restlichen Spal-

ten. So kommen 4 Additionen und 4
Multiplikationen zusammen.

Loésungen zur Lernkontrolle 4

1. Die Losung lautet (0, 3,2)
Als erstes werden z.B. die ersten bei-
den Gleichungen vertauscht. Dann er-

gibt sich folgendes Gleichungssystem:

X1 + X3=2

f— ——

X2 + 2X3 =7
i 2X1+Xo =3

Addieren wir das (-2)-fache der ersten
zur dritten Gleichung, so erhalten wir:

Nun subtrahieren wir die zweite von
der dritten Gleichung. Das ergibt

Leitprogramm "Lineare Gleichungssysteme"

LOsungen

-} Xl + X3: 2
i X2 +2X3: 7
) -4xg = -8

Daraus lassen sich die Losungen er-
mitteln.

Losung: (93, 28, -8, 11)

Wenn Sie die ersten beiden Gleichun-
gen vertauschen, mussen Sie im we-
sentlichen nur noch einen
Eliminationsschritt durchfihren. Das
Schema in Dreiecksform lautet

X; Xy Xz Xg4

1 -2 3 -1 2
o 1 2 -1 1
2 2
O 0 1 —=|-—=
3 3
0O 0 0 1| 11

Daraus ergibt sich die Lésung.

Das Schema in ,Dreiecksform* lautet

X1 X X3

1 05 -15]|05
0 1 19 3

Ubersetzt in ein Gleichungssystem:

X1+0.5X2 - 1.5X3 =0.5
X2 +19X3 =3

———

oder auch
] X1+0.5%x, =0.5+1.5x3
1 Xy =3 - 19%5

Daraus erhalten Sie die Losungsschar

(-1+11x,, 3-19x5 x5) X beliebig
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Die Computer-Tomographie

Ubersicht: Im ersten Kapitel dieses Leitprogramms haben wir die Com:
puter-Tomographie bereits erwahnt und Ihnen kurz geschildert, worumr
es geht. In diesem Kapitel méchten wir nun genauer auf diese medizini:
sche Diagnosetechnik eingehen.

Die Tomographie ist eine schmerzfreie Untersuchungsmethode. Sie lie:
fert Bilder des Korperinnern ohne operativen Eingriff. Bei der Her
stellung dieser Bilder spielen Computer eine wesentliche Rolle, denn die
Bilder werden berechnet. Im Prinzip besteht diese Rechnung darin, dass
ein grosses lineares Gleichungssystem aufgeltst wird. Wie man auf das
Gleichungssystem kommt und wie am Schluss das Bild entsteht, das
mochten wir lhnen in diesem Kapitel zeigen.

EinfUhrung

Im Jahre 1895 hatte W.C. Rontgen in der unterfrankischen Universitats-
stadt Wirzburg die nach ihm benannten Strahlen entdeckt. Rontgen
strahlen sind unsichtbar und kénnen einen Gegenstand durchdringen.
Wie Lichtstrahlen schwarzen sie Photopapier. Deswegen kann mit Hilfe
von Rontgenstrahlen das Innere eines Korpers sichtbar gemacht wer:
den.

Die Strahlen werden durch den Korper geschickt und anschliessend auf
einem Photopapier aufgefangen. Je nachdem wo sie hindurchgegangen
sind, werden die Strahlen in unterschiedlichem Mass abgeschwacht.
Durchqueren sie zum Beispiel einen Knochen, so werden sie stark ab-
geschwécht. Sie kdnnen dann das Photopapier nur noch wenig schwar-
zen. Der Knochen erscheint auf dem Rontgenbild hell (vgl. Abb. 1).

Rontgenbilder sind kompliziert, weil sich die Bilder der Knochen und in-
neren Organe (berlagern. Arzte und Arztinnen haben jedoch eine gute
Kenntnis der Anatomie. Sie wissen genau, wo die inneren Organe lie-
gen. Sie wissen auch, wie diese Organe auf einem Rdntgenbild norma-
lerweise aussehen. Deshalb kdnnen sie aus Rontgenbildern trotzdem
viel herauslesen.

Blutungen und Tumore (Gewebewucherungen oder -verdichtungen)
kénnen jedoch Uberall auftreten und ungewohnte Formen annehmen.
Das erschwert die Deutung des Rontgenbildes. Wo genau liegt der Tu-
mor? Welche Gewebeteile sind betroffen? Diese Fragen koénnen mit
herkdmmlichen Rontgenbildern oft nur ungenau beantwortet werden. Fur
einen gezielten operativen Eingriff sind jedoch mdoglichst prazise Anga-
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ben Uber Lage und Form nétig. Das gilt besonders bei Krankheiten im
Kopf.

Hier nun hilft die 1973 entstandene Technik der Computer-Tomographie
weiter. Das Wort ist aus dem Griechischen abgeleitet: "tomé" = Schnitt,
"graphein” = einritzen, zeichnen, schreiben. Die Computer-Tomographie,
abgekirzt CT, wurde von G. N. Hounsfield und A. M. Cormack ent-
wickelt. Mit der Computer-Tomographie konnen Querschnitte durch
einen Korper bildlich dargestellt werden. Dadurch wird vermieden, dass
sich Organe im Bild Gberlagern.

Zur Vorbereitung einer Computer-Tomographie wird ein herkbmmliches
Rontgenbild gemacht. Auf ihm gibt die Arztin die Querschnitte an, von
denen sie ein CT-Bild haben mdchte.

Abb. 1 Réntgenbild zur Bestimmung der Schnittebenen (Bild: Institut fir Dia-
gnostische Radiologie, Kantonsspital/Universitatskliniken Basel)

Abbildung 1 zeigt ein solches Rontgenbild. Ein Querschnitt wird auf dem
Bild durch eine feine Linie markiert. Wir sehen, dass mehrere Bilder her-
gestellt werden sollen. Betrachten Sie einmal den Querschnitt mit der
Nummer 10. Er verlauft mitten durch den Schadel, von der Stirn leicht
schréag nach unten zum Hinterkopf.

Die folgenden CT-Bilder zeigen diesen Querschnitt bei zwei Menschen.
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Abb. 2 CT-Bilder der gleichen Kopfschicht bei zwei Menschen (Bilder: Institut
fur Diagnostische Radiologie, Kantonsspital/Universitatskliniken Basel)

Hier sehen Sie alles schon nebeneinander! Der Schadelknochen zeigt
sich als breites weisses Oval. Er umschliesst das Hirn, dessen Gewebe-
struktur deutlich hervortritt. Im Innern erkennen Sie dunkle Flecken. Zwei
davon haben die Form eines Bumerangs. Das sind Hohlraume, die mit
Flussigkeit gefullt sind.

Im unteren Bild fallt Ihnen sicher der grosse, eiférmige hellgraue Fleck
auf, der im oberen Bild nicht zu finden ist. Dieser Mensch hat eine Hirn-
blutung erlitten. Im Bereich dieses Fleckes befindet sich geronnenes
Blut, das aus den Adern ausgetreten ist. Es erscheint heller, weil es et-
was undurchlassiger fur Rontgenstrahlen ist als das Hirngewebe.
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5.2

Einen Nachteil haben CT-Bilder allerdings. Jedes gibt nur Auskunft Gber
eine diinne Schicht. Man behilft sich, indem man Bilder mehrerer, paral-
leler Schichten herstellt. Dann werden die verschiedenen Bilder mit-
einander verglichen. So kann die Form eines Blutgerinnsels oder eines
Tumors Uber die Schichten hinweg gut verfolgt werden.

Abb. 3 CT-Bilder verschiedener, paralleler Schichten. Der weisse Fleck oben
rechts stellt das Gewebe eines Tumors dar. (Bilder: Institut fir Diagnostische
Radiologie, Kantonsspital/Universitatskliniken Basel)

Vielleicht denken Sie, dass CT-Bilder eigentlich auch wie Réntgenbilder
aussehen. Tatsachlich beruht auch die CT auf Rontgenstrahlen. CT-Bil-
der werden jedoch ganz anders hergestellt als Réntgenbilder. Sie wer-
den aufgrund von Messungen berechnet. Wie? Dartiber geben wir Ihnen
im nachsten Abschnitt Auskunft.

Die Durchfihrung der Messungen

Wie geht die Herstellung eines CT-Bildes vor sich? Zuerst muss der lie-
gende Patient in die Maschine geschoben werden, die die Messungen
durchfuhrt. Das braucht viel Anteilnahme des Spitalpersonals. Es ist
keine angenehme Sache, in einer engen Apparatur zu liegen und kaum
die Arme bewegen zu kénnen! Und die Aussicht, dass die Diagnhose ein
bedenkliches Resultat liefern konnte, beschwert das Gemdt des Patien-
ten.

Durch die Position des Patienten wird die Schicht festgelegt, die darge-
stellt werden soll. Jetzt tritt die Apparatur in Aktion, die die eigentlichen
Messungen macht.
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Abb. 4 Messapparatur (SQ: Strahlenquelle, SE: Strahlenempfénger)

Eine Strahlenquelle sendet einen Réntgenstrahl aus. Er durchquert die
gewahlte Schicht des Korpers und tritt wieder aus dem Korper aus. Nun
trifft er auf einen Strahlenempfanger. Dieser Empfanger misst, wie stark
der Rontgenstrahl jetzt noch ist.

In Wirklichkeit schickt der Apparat aber nicht nur einen Strahl, sondern
eine ganze Reihe von parallelen Strahlen aus. Er misst fur jeden Strahl,
wie stark er abgeschwacht wird (siehe Abb. 5). Das genigt aber noch
nicht! Es missen noch mehr Messungen gemacht werden. Deshalb wird
der Apparat in kleinen Schritten gedreht. Jedesmal wird der Vorgang
wiederholt: Viele parallele Strahlen werden durch die Schicht gesendet
und gemessen. So kommt schliesslich eine sehr grosse Zahl von Mes-
sungen zustande.

A

SQ . / \ :SE
A }»

SQ : Strahlenquelle
SE : Strahlenempfanger

Abb. 5 Schema der Messapparatur von vorne und von oben
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5.3

Die Berechnung des Bildes aus den Messungen

Wir mochten Ihnen das Prinzip an einem einfachen Modell erlautern. Wir
unterteilen die betrachtete Schicht zwischen Strahlenquelle und -
empfanger in 9 Quadrate und zeichnen einen Rontgenstrahl ein (siehe
Abb. 6).

1 2 3 2 SQ: Strahlenquelle
SQ 20 1tz | SE SE: Strahlenemp-
fanger
4 5 6
7 8 9

Abb. 6 Rechnerische Unterteilung der zu untersuchenden Schicht zwischen Strahlen-
quelle und Strahlenempféanger

Nehmen wir an, dass der Strahl beim Verlassen der Quelle eine Starke
von 20 Einheiten hat. Er durchquert die Quadrate 1, 2 und 3. Beim
Durchgang durch das erste Quadrat wird er um einen gewissen Betrag
abgeschwacht, sagen wir um x1 Einheiten. Im zweiten Quadrat wird er
weiter um X, Einheiten abgeschwacht und im dritten nochmals um x3
Einheiten. Nun tritt er aus der Schicht heraus. Die Starke, die der Strahl
jetzt noch hat, wird vom Strahlenempfanger gemessen. Sie betrage
noch 2 Einheiten. Wir kbnnen diese sukzessive Abschwéchung von 20
auf 2 Einheiten mit einer Gleichung beschreiben:

20— X1 —Xo—X3 = 2
oder umgeformt

X1+ X2+ X3 = 18
Der Wert der rechten Seite ist durch Messung bestimmt worden. Die
Grossen X1, X2, X3 sind unbekannt. Wir haben eine lineare Gleichung mit

drei Unbekannten vor uns!

Nun wird ja nicht nur eine Messung durchgefiihrt. Zuerst einmal werden
weitere, parallele Strahlen durch die Schicht geschickt und gemessen:
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1 2 3 2
SQI20__1n S | “| SE
4 5 6 6
20 (T P
20 7 8 9 2
..................... - P
Abb. 7

Der zweite Strahl durchquert die Quadrate 4, 5 und 6 und wird von 20
auf 6 Einheiten abgeschwéacht. Der dritte Strahl geht durch die Quadrate
7, 8 und 9. Er wird von 20 auf 2 Einheiten abgeschwécht. Daraus erge-
ben sich die folgenden Gleichungen:

14

fur den 2. Strahl: X4 + X5 + Xg

18

fur den 3. Strahl: X7 + Xg + Xg

Aus den drei Messungen erhalten wir also drei lineare Gleichungen mit
allerdings 9 Unbekannten. Wir kbnnen diese Gleichungen zu einem Sy-
stem zusammenstellen:

X1+X2+X3 =18
X4+X5+X6 =14
X7 +X8 +X9 =18

(1)

Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die neun Unbekannten nicht
eindeutig bestimmen. Wir brauchen weitere Gleichungen. Zur Bestim-
mung von 9 Unbekannten braucht es normalerweise 9 Gleichungen.
Deshalb wird die Messapparatur in zwei Schritten leicht gedreht. Damit
kénnen 6 weitere Messungen durchgefihrt werden (siehe Abb. 8).
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Nach einer ersten Drehung:

3
1 2 3 7
T 5
20 Ja-"" |5 6 /
SQ T 8
20 [7.--7" |8 9 /
20 SE
8
7
Nach einer weiteren Drehung: 1 2 |3 6
4 s e .
20 7 8 |9
SQ 20 ’ ,o,

Abb. 8

Indem wir fUr jede zusatzliche Messung die entsprechende Gleichung
aufstellen, erhalten wir das folgende Gleichungssystem:

—

X, + X, X5 =18

X, Xg + Xg =14
X, +Xg+ Xq =18
X, +X, +X, =17
Xs + Xg X, =15
Xg+ Xy =12

(2) 8 9
X, + X, =12

Xs+ X+ X =13

B e i T T T N St Sy S iy

X + X =14

Dieses System hat nun genau eine Losung. Sie lautet:
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6,7,5,5,2,7,6,7,5)

Was bedeutet diese Losung? Das erste Quadrat schwacht den Strahl
um 6 Einheiten ab, das zweite um 7, das dritte um 5 Einheiten und so
weiter. Diese Zahlen werden jetzt mit Hilfe einer Grautonskala umge-
setzt:

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
Abb. 9

Das erste Quadrat wird also mit dem Grauton Nummer 6 eingefarbt, das
zweite mit dem Ton Nummer 7 etc. Jedes Bildquadrat wird mit dem ent-
sprechenden Grauton eingefarbt. So entsteht das "CT-Bild" dieser
Schicht:

Abb. 10

Das rechnerische Verfahren muss noch in vielfaltiger Weise verfeinert
werden, wenn medizinisch aussagekraftige Bilder entstehen sollen. Aber
das Prinzip der Computer-Tomographie kennen Sie nun! Betrachten Sie
noch einmal eines unserer CT-Bilder, z.B. Abb. 2. Wie jedes CT-Bild
besteht es aus Tausenden von Quadratchen, die in unterschiedlichen
Grautbnen gefarbt sind.

Abb. 11 Vergrosserung des ersten CT-Bildes der Abb. 2
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Wie Sie wissen, gibt der Grauton an, wie stark ein Réntgenstrahl an der
entsprechenden Stelle im Kérper abgeschwacht wird. Wenn er stark ab-
geschwacht wird, so erscheint das Quadratchen hell; wird er nicht oder
nur wenig abgeschwacht, so ist das Quadratchen dunkel.

Weil verschiedene Gewebearten Rdntgenstrahlen unterschiedlich stark
abschwachen, ergeben sich Helligkeitsunterschiede. Deshalb kdénnen
wir unterschiedliche Gewebearten im CT-Bild unterscheiden. Ein
Beispiel: Die Flussigkeit in den bumerangférmigen Hohlraumen
schwacht Rontgenstrahlen weniger stark ab als Hirngewebe. Sie
bekommt im CT-Bild also einen dunkleren Ton.

Es hat viel Arbeit erfordert, bis diese Technik in Gebrauch genommen
werden konnte. Aber dann entwickelte sie sich zum Segen fur Patientin-
nen und Patienten. Hounsfield und Cormack erhielten 1979 den Nobel-
preis fur ihre Entdeckung.

Der Patient wird bei der Untersuchung einer ziemlich grossen Strah-
lungsdosis ausgesetzt. Sie ist um ein Mehrfaches grosser als bei der
Herstellung eines herkdmmlichen Rontgenbildes. Seit einigen Jahren
gibt es eine Methode, die diesen Nachteil nicht kennt. Sie leistet das
gleiche, kommt aber ohne RoOntgenstrahlen aus. Dieses Untersuchungs-
verfahren heisst Kernspin-Tomographie und spielt eine zunehmend
grossere Rolle. R. Ernst, Professor fur physikalische Chemie an der ETH
Zirich, hat 1991 fur seinen Beitrag zur Entdeckung dieses Verfahrens
den Nobelpreis erhalten.
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Anhang

Al

Al.1l

Al.2

Al.3

Uberblick

Themenubersicht

Kapitel 1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

Einfuhrung ins Thema anhand historischer Aufgaben; Grundbegriffe:
Gleichungssystem, Lésung, lineare und nichtlineare Systeme; Hin-
weis auf moderne Anwendungen.

Kapitel 2 Auflésung linearer Gleichungssysteme

Substitutionsmethode fur 2x2-Systeme (durch Lernaufgaben vermit-
telt); Verallgemeinerung auf beliebige Systeme.

Kapitel 3 Nicht jedes Gleichungssystem hat genau eine Lésung!

Losungsfalle; Begriff der Umformung eines Gleichungssystems; Be-
griff der Aquivalenz; Uber- und unterbestimmte Systeme und ihre
Auflésung; geometrische Interpretation der Losungen von 2x2-Syste-
men.

Kapitel 4 Das Eliminationsverfahren von Gauss

Schematische Darstellung von Gleichungssystemen; Strategie des
Eliminationsverfahrens; Dreiecksform eines Gleichungssystems;
Durchfihrung des Eliminationsverfahrens an Zahlenschemata; Be-
rechnung des Rechenaufwandes.

Kapitel 5 Die Computer-Tomographie

Anwendungsbereich und Resultate der Computertomographie; Prinzip
der Bildberechnung in vereinfachter Darstellung.

Zusammenhang der Kapitel und Abschnitte

Mit Ausnahme von Kapitel 5 baut jedes Kapitel auf dem vorangehenden
auf. Fur Kapitel 5 ist nur der Stoff von Kapitel 1 und 2 Voraussetzung.
Innerhalb der Kapitel baut jeder Abschnitt in der Regel auf dem vorher-
gehenden auf.

Minimalprogramm
Kapitel 1, 2 Fur alle Schilerinnen und Schiler

Kapitel 5 Additum fur schnellere oder fortgeschrittenere Schile-
rinnen und Schuler
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A21

Kapiteltest 1

Serie A

1) Welche der Paare (6,—4) (3,3) (3, 1) sind Lésungen des Glei-

2)

3)

chungssystems

5x+ 3y =18

1
% 6x- 5y=13 ?

Fullen Sie die leeren Stellen in den Tripeln

a 1 o)

=3 g @ 15 (1329

SO aus, dass die Tripel Lésungen der Gleichung
5X1+3xp—2x3—6 = 0

sind!

Welches der beiden Systeme ist linear, welches nichtlinear?

i 4x + 3y 2

a . —_— =2 b L x-1)-y=15
| -
i 2X-y X+3y } #z 12
[} 3 2
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Kapiteltest 1

Serie B

1)

2)

3)

Ist das folgende Gleichungssystem linear oder nichtlinear?

oG- 1)- (x-4)(y-7)=30
T (x+5)(y+2)- (x- 4) (y- 10) =27

Welche der Zahlentripel (2,-1,1) (1, 3, 3) (-1, 11, 7) sind Lésun-

gen des Gleichungssystems

1 2X1+3X2'5X3:'4
1 2% - 2%+ 3xg= 1 ?

Fullen Sie die leeren Stellen in den Tripeln

2 1) 234,%, o (-3

So aus, dass die Tripel Losungen des Gleichungssystems

2X1+ Xp-3X3=3

]
|
T -X1+2X,+2x3=4

sind.
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Losungen zum Kapiteltest 1

Serie A

1) (3,1)

2) (= 1 -2) (2 1 1.5) (1.38,1.3,2.4)
= 3 TR .38, 1.3, 2.

3) System a) ist linear, System b) ist nichtlinear.

Serie B
1) Das System ist linear.
2) Alle Tripel sind Losungen.

1 175
3 (221 g4, > S

Das Tripel ( ,-3,1) kann nicht zu einer L6sung erganzt
werden.
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A22 Kapiteltest 2
Serie A

1) Lo&sen Sie das folgende Gleichungssystem auf:

]_ 4Xl+ 5X2 =3
% -2Xq +15x, =2

2) Fuhren Sie das Gleichungssystem

boox- y+2z=11
i X+ y-2z=-7
b 3x-4y- 72=27

auf ein einfacheres System zuriick, bei dem die zweite und dritte
Gleichung nur noch die Unbekannten y und z enthalten.

Serie B

1) Losen Sie das nachstehende Gleichungssystem auf:

2) Fuhren Sie das Gleichungssystem

i X1+X, + X3 =-1
:, X1 Xp = X3 =3
; 2Xy +3X3- X4 =-3
T -2X1+  2X3+3X4=-5

auf ein Gleichungssystem zurtick, bei dem drei der vier Gleichungen
nur die Unbekannten x4, X2 und x3 enthalten.
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Losungen zum Kapiteltest 2

Serie A
1 1

1) (=, =

) G0 3)

2) Erste Gleichung nach x auflésen: x =y -2z + 11
Das Gleichungssystem lautet:

} X=y- 2z+11
i 2y- 4z=-18
b -y-13z= -6

Serie B
1) (3,-1)
2) Zwei Varianten:
Dritte Gleichung nach x4 auflésen ergibt:

i X1+ Xot+ Xz3=-1

:, Xp- Xp- Xz= 3

. X4 = 2X5+3X3 +3
|

T -2X +6X, +11x3=-14

Vierte Gleichung nach x4 auflésen ergibt:

i X1+ X2+ X3:'1

i

I. Xl- X2' X3: 3

P2 poy. 41, - 14

i Rareres 3

i 2 2 5
1 =3am g g
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A23

Kapiteltest zu Kapitel 3
Serie A

1. Das folgende Gleichungssystem

% = 3X1' XZ = 2X3 = 2
hat die Loésungen (-2, 2, 1) und (-5, 5, 4).

a) Wieviele Losungen hat das Gleichungssystem insgesamt?
b) Wie lauten die Losungen?

2. Losen Sie das Gleichungssystem

2x- y= 3

1
% X-3y=-6

graphisch, das heisst mit Hilfe einer Zeichnung.

Serie B

1. Lo6sen Sie das Gleichungssystem

X, - 3x2 +2x3 =3

i
i
T 2X,-5%X,+3x, =4

a) Losen Sie das folgende Gleichungssystem mit Hilfe einer Zeich-

nung:

j 2x+3y=9
% 2x- y=1

b) Bestimmen Sie mit dem Resultat aus a) die Losung des Glei-
chungssystems

_} 2x + 3y =9
i 2x-y =1
b ax- y+2z =5
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Losungen zum Kapiteltest 3
Serie A
1. a) Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen.

b) Die Lésungen lauten: (a,—a,—a—-1) oder (—a,a,a—1) bzw.
(-1-a,1+a,a), wobeia eine beliebige Zahl ist.

2.
g1
y‘ )
3
_/
} } —
3 X
7-
Serie B

1. Die Losungen lauten: (a,a+1,a+ 3) oder (a—3,a—-2,a) bzw.
(a—-1,a,a+2), abeliebig.

2. a)
91 92

b) Die L6sung ist ge_; 2, —;8
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A24 Kapiteltest zu Kapitel 4
Serie A

1. Das folgende Zahlenschema beschreibt ein Gleichungssystem:

0
0
1

N © B
N B W
W N R

Bestimmen Sie die Losung dieses Gleichungssystems.

2. Losen Sie das Gleichungssystem, welches durch folgendes Schema

gegeben ist:
1-12 2|3
0O 0 124

3. a) Geben Sie das Schema an, welches das folgende Gleichungssy-
stem darstellt:

i X3 +X, =3
|'I X1- Xo+X3=2
: -5X, +3x3 =2
7 X1+2X,4 =0

b) Fuhren Sie einen Gauss-Schritt aus.
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Kapiteltest zu Kapitel 4

Serie B

1. Wieviele Lésungen hat das Gleichungssystem, welches durch das
Zahlenschema

2 0 3| 0
O 1-2| 1
0 -2 4]-3

gegeben ist?
2. a) Welches Schema beschreibt das folgende Gleichungssystem?

'u X, +2%5 =3

L ox+3x,=7

b) Fuhren Sie einen Eliminationsschritt aus.

3. Losen Sie das Gleichungssystem, welches durch das Schema

11 -2 3| 1
00 0 1/ -3

gegeben ist.
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Losungen zum Kapiteltest 4
Serie A
1. Die Losungist (9, -5, 2).
2. Die L6ésungen lauten
(- S5 +X, +2X,,X5,4 - 2x4,x4)
mit X,,X, beliebig.

3. a) Das Schema lautet:

0O 0 1 1|3
1 -1 10/(2
0O -5 3 0|2
1 00 2|0

b) Nach einem Gauss-Schritt:

1 00 2|0 1
0O -1 1 -2|2 0
0 -53 02 oder 0
0O 0 1 1|3 0
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Losungen zum Kapiteltest 4

Serie B

1. Dreiecksform:

10 3 0
2

01 -2 1

00 0/-1

Das Gleichungssystem hat keine Lésung.

2. a) Das Schema lautet:

10 2 0]3
0 40 -5|6
2 03 0|7

b) Nach einem Eliminationsschritt:

O O R
o N O

2
0 -
-1

o o1 O

3
6
1
3. Die L6ésungen lauten

(10 - Xy +2X3,X5,X3 ,—3)

mit X,,X; beliebig.
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S.12 Fig.2  Schwarz. Methode der finiten Elemente. S. 15 Fig. 1.3
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S. 13 Fig. 4  Beck. Original - Falschung? S. 128 Abb. 192
S.13 Fig.5 Beck. Original - Falschung? S. 128 Abb. 195
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. 83 Abb. 11 Vorlage: Abb. 2 S. 77
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